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Figure 1: Hermes Trismegisto.
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Chapter 1

1.1 Consideraciones Metafisicas

A toda accion le corresponde una reacciéon. En términos diagraméticos esto puede ser expresado
como:

C— (1.1)

Una forma mas consistente y precisa de describir la relacion existente entre dos seria mediante
una flecha de la forma:

C (1.2)

Su correspondiente formulacion fisica y metafisica es la siguiente:

No existe accion sin reaccion que la provoque.

Y esto nos lleva a una nueva forma de representacién diagraméatica méas precisa con respecto a

lo que queremos expresar i.e.
Q (1.3)

Una formulacién matematica de la fisica subyacente a partir de estas observaciones deberia ser,
(en principio) posible derivar o al menos intentar.

La validacién de la causalidad es ampliamente aceptada. Una fisica (y metafisica) donde la
causa sea el efecto y el efecto la causa nos lleva a la Identificacion de los Opuestos o Sintesis]l|

Definicién 1.1.1. Sean p y q dos puntos del espacio-tiempo M”ﬂ . p~q sty solo si eriste una
trayectoria o : [0,1] — M tal que a(0) =p y a(1) = q.

1La dualidad ha sido tratada por Hermes Trismegisto.
2

Definicién 1.1.2 (Espacio-tiempo). Sea n > 2. Un espacio-tiempo de dimensidn n es una variedad diferenciable
M™ suave, conexa y Hausdorff, dotada de una métrica Lorentziana g de firma (—,+,...,+). El par (M™,g) se
denomina espacio-tiempo y el tensor g recibe el nombre de métrica espacio-temporal.



La relacion ~ es de equivalencia.ﬂ De esta forma es posble definir el espacio de identificacion:

Path(M) == M/ ~ (1.8)

Esto pone de manifiesto la asignacién funtorialﬁ En el caso del espacio-tiempo de Minkowski

Se define la dimensién de la variedad M"™ como
dim(M"™) :==n (1.4)
. La signatura de la variedad M" corresponde a la descomposicién de la métrica. i.e.

Definicién 1.1.3 (Signatura de una variedad). Sea (M, g) una variedad diferenciable n-dimensional dotada de una
métrica pseudo-riemanniana g. La signatura de g es el par (p,q) de enteros tal que, en cada punto p € M, la forma
cuadrdtica asociada a g, tiene p valores positivos y q valores negativos en su descomposicion diagonal.

En particular, sin = p+ q, se dice que g tiene signatura (p, q).

En este punto no es necesario especificar la signatura de la variedad. Si es necesario se fijarad la signatura.
3Sea X un conjunto y ~ una relacién binaria en X (es decir, ~C X x X).

I) Reflexiva: ~ es reflexiva si

Vre X, z~uzx. (1.5)

IT) Simétrica: ~ es simétrica si
Ve,ye X, x~y = y~ux. (1.6)

III) Transitiva: ~ es transitiva si
Ve,y,z€ X, (x~y ANy~z) = x~2z. (1.7)

Definicién 1.1.4 (Categoria). Sea C una categoria, la cual consiste en:
1. Un conjunto (o clase) de objetos, denotado por Ob(C).
2. Para cada par de objetos X, Y € Ob(C), un conjunto de morfismos Home(X,Y).

3. Para cada triple de objetos X,Y,Z € Ob(C), una operacién de composicion
o: Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),
que asigna a cada par (g, f) el morfismo compuesto go f.
4. Para cada objeto X € Ob(C), un morfismo identidad idx € Home (X, X).

Estas estructuras satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Asociatividad: Si f : X =Y, g:Y = Z yh:Z — W, entonces
ho(gof)=(hog)of.
(i) Identidad: Para todo morfismo f: X =Y se cumple que
foidx=f y idyof=Ff

Definicién 1.1.5 (Funtor). Sean C y D dos categorias. Un funtor F :C — D consiste en:
1. Una asignacion de objetos: A cada objeto X € Ob(C) se le asigna un objeto F(X) € Ob(D).



M| tenemos que
Path(M™?) = {x} (1.9)

En orden de recuperar la fisica subyacente del espacio, restringiremos la relacion de equivalencia
a una forma dependiente de la métrica i.e.

Definicién 1.1.6. Sea (M"!, g) una variedad espacio-temporal de signatura (+,—,...,—). Sean
p,q € M. Se define:

pr~gqsiysolosidy:[0,1] - M cony(0)=p,v(1) =q yg(a,&) >0 (1.10)

La relacion ~ es reflexiva y simétrica pero no transitiva.. Esto define una relacion de toleran-

cid® en M. Ademas:

e Conserva la informacion causal cinemdtica: qué puntos estan “conectados” causalmente en
alguna direccién.

e Pero pierde la informacion dinamica: cudl punto esta en el pasado o en el futuro, y cémo se
propagan las cadenas causalesﬂ
(1.12)
En este punto no es posisble definir el espacio:
Path(M.g) = {z ~y | a:[0,1] = M,a(0) =z, a(l) =y, g(@,a) <0} (L.13)

debido a la falta de transitividad. Lo cual nos obliga a modificar la relacién dada en () y optar por

el enfoque de regiones acausalmente desconectadas que es el usado en Teorfa Cuédntica de Campos
Algebricaf]

2. Una asignacion de morfismos: A cada morfismo f: X — Y en C se le asigna un morfismo F(f) : F(X) —
F(Y) enD.

Estas asignaciones satisfacen las siguientes propiedades:
(i) F(idx) = idpx) para todo objeto X € C.
(it) F(go f) = F(g)o F(f) para todos los morfismos f: X =Y, g:Y — Z enC.

SM!3 El espacio-tiempo de Minkowski es una variedad diferenciable de dimensién 4, con coordenadas (¢, z, ¥, 2)
y métrica pseudo-riemanniana ds? = dt? —dz? — dy? — dz?. Es plano, homogéneo e isotrépico, con estructura causal
que clasifica vectores como temporales, espaciales o nulos, y simetrias dadas por el grupo de Poincaré.

6Sea X un conjunto. Una relacion de tolerancia en X es una relacién binaria R C X x X que cumple:

1. Reflexividad: Vz € X, (z,2) € R.
2. Simetria: Vz,y € X, (z,y) € R = (y,z) € R.

No se requiere transitividad.
"Una cadena causal es una secuencia de puntos po,p1,...,pn € M tal que

Po <p1 <o < P, (1.11)
donde cada par consecutivo estd relacionado causalmente (en direccién futura).

— Representa una posible influencia desde py hasta p,.

— En fisica, modela como las senales, particulas o informacién pueden viajar a lo largo de la variedad respetando
los conos de luz.



1.1.1 Regiones acausalmente desconectadas en M

Definicién 1.1.7 (Regiones acausalmente desconectadas). Sea (M, g) un espaciotiempo lorentziano.
Dos regiones abiertas O1,0o C M se dicen acausalmente desconectadas si ningun punto de Oy

puede estar conectado con un punto de Oy mediante una curva causal (ni nula ni temporal). For-

malmente,

J(O1) N Oy =10, J(O2) N Oy = 0. (1.14)
Aqui J(O) denota el conjunto causal de O, definido como
J(O) :=JH(0)u J (0), (1.15)

donde JT(O) es el futuro causal de O (todos los puntos a los que puede llegarse desde O por curvas
causales dirigidas al futuro) y J—(O) es el pasado causal de O (todos los puntos desde los que puede
llegarse a O por curvas causales dirigidas al pasado).

Remark 1. Los conjuntos acausalmente desconectados representan regiones del espaciotiempo que
son fisicamente independientes: ninguna senal, ni siquiera luminosa, puede propagarse de una a
la otra. En el marco de la AQFT, esta independencia se refleja en la condicion de localidad o
microcausalidad, sequn la cual los observables asociados a dichas regiones conmutan:

[A,B] =0, VA€ AO)), B e AO,). (1.16)

Geométricamente, esto corresponde a que los conos de luz de una region no alcanzan a la otra,
como ocurre con dos diamantes causales separados en el espacio de Minkowsks.

Nota: En este diagrama se muestran dos regiones en forma de diamante O, (azul) y Oy (rojo).
Cada una tiene asociado su cono de luz (lineas punteadas). Se observa que los conos causales de
O v Oy no se intersectan, es decir:

J(O1) N Oy =0, J(O2) MOy =0, (1.17)

lo que implica que O y O, estan acausalmente desconectadas.
El siguiente teorema muestra que no existe una particion por conjuntos acausamente desconec-

tados de M™?

Theorem 1.1.1. No existe una particion de M = MY en regiones {O;}icr tales que

La Teoria Cudntica de Campos Algebraica (AQFT, por sus siglas en inglés) es un enfoque mateméticamente
riguroso de la teoria cuantica de campos basado en la teoria de algebras de operadores. En lugar de partir de campos
como distribuciones operatoriales, el marco algebraico asigna a cada region abierta del espaciotiempo O C M una
C*-4lgebra o, mas generalmente, una &lgebra de von Neumann A(O) que describe los observables medibles dentro
de dicha region.

La AQFT enfatiza la estructura algebraica y la localidad de los observables, evitando problemas técnicos rela-
cionados con la definicién de los campos como operadores en cada punto del espaciotiempo. En este enfoque, los
campos cudnticos aparecen como objetos derivados (por ejemplo, como familias de operadores afilados en regiones
cada vez mds pequenas).

Este marco ha demostrado ser util para el estudio de modelos exactamente solubles en baja dimensién, la clasi-
ficacién de superselecciones de carga (sectores de representacién), y el andlisis conceptual de la localidad y la
causalidad en teorias relativistas.



Figure 1.1: Ejemplo de dos regiones O; y Oy acausalmente desconectadas en M1,

1. M =|]._.;O; (cubran todo el espacio de Minkowski),

iel
2. O; L O; para todo i # j (mutuamente acausalmente desconectadas),
donde O; L O; significa que J(O;)) NO; =0 y J(O;)NO; =0

Proof. Supongamos, por contradiccion, que existe tal particion {O;}ier.
Paso 1: Punto inicial y restricciéon de acausalidad. Sea py = (0,0) € M y sea Oy la
region que lo contiene. Por acausalidad, cualquier otra regiéon O; # Oy debe cumplir

0; N J(0g) = 0. (1.18)

Es decir, ninguna otra regiéon puede contener puntos dentro del cono de luz de py.
Paso 2: Interior del cono de luz de p,. El interior del cono de luz de pg es

Co={(t,x) € M : |z| < [t|}. (1.19)

Por la definiciéon de particion, todos los puntos de Cy deben pertenecer a alguna region de la
particién. Dado que ninguna otra regién puede intersectar Cy, necesariamente

Co C Oy. (1.20)

Paso 3: Otro punto fuera de Oy. Sea p; € M \ Oy y sea O; la regién que lo contiene.
Aplicando el mismo razonamiento, todos los puntos dentro del cono de luz de p; deben pertenecer

3012
Ci={(t,z) e M : |z — x| < [t —t1]} C Oy. (1.21)

Paso 4: Solapamiento de conos. Los conos de luz Cy y (4 se solapan en algin punto
q € M. Entonces ¢ € Oy N Oy, lo cual viola la definicién de particion, ya que cada punto debe
pertenecer a una tnica region.

Conclusién. Como cualquier intento de cubrir todo M conduce a este conflicto, se sigue que
no es posible particionar M en regiones mutuamente acausales. O]

Claramente la anterior argumentacion sirve para el espacio general de Minkowski M™,

Theorem 1.1.2. No existe una particion por conjuntos acausamente desconectados de M



1.2 Teoria Cuantica de Campos Topoldgica (TQFT)

En orden de definir una Teoria Cuéantica de Campos Topoldgica se necesitara revisar algunos
conceptos claves de Analisis Funcional y Sistemas Cudnticos.

1.2.1 Revisién de Espacios de Hilbert

Definicién 1.2.1 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert complejcﬂ es un espacio vectorial
complejo H provisto de un producto interno

(,):HXH—C (1.22)
que cumple las siguientes propiedades:
I) Conjugado simétrico: (n,1) = (), n) para todo n,v € H.
II) Lineal en la sequnda variable: (1, an+ &) = a{,n)y + (n,&) para todo ,n, & € H y a € C.

III) Positivo definido: (y,1) > 0 para todo b € H y (1, 1) =0 si y sdlo si ) = 0.

Si la condicion (1p,1)=0 entonces 1» = 0 no se satisface entonces H recibe el nombre de
espacio con semi-producto interno. Siempre es posible dividir el subespacio de vectores con
norma cero para obtener un espacio de producto interno propio a partir de un espacio de
semi-producto interno previo. Notesé que a partir de la propiedad 1) y II) tenemos que

(ay,m) =a(n,¥) (1.23)

IV) Ademds la norma inducida

[¥]] ==V (¥, ¥), VY eH, (1.24)

convierte a H en un espacio normado completo. Es decir, toda sucesion de Cauchy en H
converge a un elemento de H.

Remark 2. A los elementos de H los denotaremos por ) € H|
Como ejemplo tenemos lo siguiente:

Ejemplo 1 (Ejemplo de espacio de Hilbert sobre una variedad M.). Sea M una variedad diferen-
ciable compacta de dimension n, con medida de volumen dp asociada a una métrica ¢}

9También es posible definir espacios de Hilbert sobre R, pero estos no jugaran ningin papel importante en estas
notas.

10La notacién de Dirac, o bra-ket, es una forma conveniente de representar estados y operadores en mecanica
cudntica. - 1) (ket) representa un vector de estado en un espacio de Hilbert. - (¢| (bra) representa el vector dual
correspondiente, de manera que (¢|1)) es el producto interno entre |¢)) y |¢). - La combinacién |¢)(¢| define un
operador lineal de rango uno: actia sobre cualquier vector |x) como (|¢){¢])|x) = (¥|x) |¢), es decir, proyecta |x)
en la direccién de |¢) ponderada por la componente de |x) a lo largo de |¢).

"Ta medida de volumen dy se construye a partir de la métrica g de la variedad, y permite integrar funciones
sobre M. En coordenadas locales (z!,...,z"), se tiene du = \/det g(z)dz'...dz", donde g(z) es la matriz del
tensor métrico en esas coordenadas.

10



Definimos el espacio de funciones cuadrado-integrables sobre M :
H:LQ(M):{f:M—MC\ / £ ()2 dp(z) <oo}. (1.25)
M

Producto interno: Para f,g € H, definimos

(f.g) = /M F(@)"g(x) dpa(z). (1.26)

Norma:

I11=vTD=( [ |f(x)|2du(:c))1/2- (1.27)

Propiedades:
o H es un espacio vectorial sobre C.
e H es completo respecto a la norma || - ||, por lo que es un espacio de Hilbert.

e En el caso de variedades compactas, es posible construir una base ortonormal {f,} de au-
tovectores del operador Laplace-Beltrami O, := g**V V3, tal que

<fn|fm> = Opm- (1.28)

Interpretacion: Cada funcion |f) € H es un "vector” sobre toda la variedad M, y el producto
interno permite definir proyecciones y angulos, generalizando el concepto de espacio de Hilbert
euclidiano a variedades.

Nota: FEn el caso de que la variedad M™ no sea compacta tomaremos a las funciones de
cuadrddo integrable con soporte compacto i.e. L*(M).

1.2.2 Sistemas Cuanticos

Definicién 1.2.2 (Sistema cudntico). Un sistema cudntico estd descrito por los siguientes datos:

I) Un espacio de Hilbert complejo y separabldfH, cuyos vectores ¢ € H (con ||¢|| = 1) repre-
sentan los estados puros del sistema.

12Gea H un espacio de Hilbert.

e Decimos que H es separable si admite una base ortonormal numerable {e, },ecn tal que para todo = € H se

cumple
o0
x = Z(m, €n)en. (1.29)
n=1
e Si H no es separable, entonces cualquier base ortonormal de H es necesariamente no numerable. En este caso
se tiene
r = Z(m, €a)Ca, (1.30)
acl

donde I es un conjunto no numerable.

11



II) Los observables son operadores autoadjuntos A:H = H. ie. A= At siendo AT el operador
autoadjunt de A.

III) La probabilidad de obtener un valor A al medir un observable A en el estado Y esta dada por
la regla de Born:

P(\) = (1, Pxib) = (| Pr), (1.32)

donde Py : H — &, es el operador proyector sobre el subespacio propio €\ asociado al valor
Propio )\E

IV) La evolucion temporal estd gobernada por un operador unitario
U(t) = e n't (1.34)
donde H es el Hamiltoniano i.e el observable de la energia del sistema cudntico.

Como ejemplo de sistema cuantico tenemos lo siguiente:

Ejemplo 2 (Sistema cuéntico de dos niveles de energfa). Sea un qubif®| con Hamiltoniano

hw hw (10

13

Definicién 1.2.3 (Operador adjunto). Sea H un espacio de Hilbert complejo, con producto interno {-,-). Consid-
eremos un operador lineal continuo A : H — H (para operadores lineales, la continuidad es equivalente a que sean
operadores acotados).

El adjunto de A es el operador lineal continuo A" : H — H que vuelve una identidad la siguiente ecuacion:

(AT, by = (¢, AY)  para todo ¢, € H. (1.31)

La existencia y unicidad de este operador se sigue del teorema de representacion de Riesz.
FEste concepto puede verse como una generalizacion de la matriz adjunta de una matriz cuadrada, la cual posee
una propiedad andloga respecto al producto interno complejo estindar.

14

Como A es un operador auto-adjunto (observable), todos sus valores propios A son nimeros reales. Sin embargo,
estos valores propios no necesitan ser positivos; pueden ser negativos o cero. La positividad de la probabilidad en
la regla de Born no proviene del signo de A, sino de la accién del operador proyector Py sobre el estado P.

El proyector asociado a un valor propio A cumple las siguientes propiedades fundamentales:

P2 = P, (idempotencia), Pl =P, (auto-adjuncion). (1.33)

estas ecuaciones garantizan que Py proyecta cualquier estado i € H sobre el subespacio propio &), y que la
probabilidad de obtener A sea siempre no negativa.

15,

Un qubit es el sistema cuantico més simple que puede existir: un estado en un espacio de Hilbert de dimensién 2.
Su estado general |¢)) puede escribirse como combinacién lineal de dos estados ortonormales de base, cominmente
denotados como |0) y |1):

W) =al0)+ 1), a,BeC, |af*+[8=1 (1.35)

- |0) y |1) forman la base computacional del qubit. - La condicién |a|? + |3]?> = 1 asegura que el estado esté
normalizado. - La probabilidad de medir el qubit en el estado |0) es |a|? y en |1) es | 3|2, segin la regla de Born.

12



donde o, es la matriz de Pauli z.
Estados propios: Definimos la base computacional como

=(g). m=(3) (1.37)

Valores propios:

hw hw
)\1 - 7, )\2 = —7 (138)
Subespacios propios:
Ex, = span{|0)}, &\, = span{|1)}. (1.39)

Proyectores: El proyector asociado a un valor propio A se define como el producto exterior
del vector propio consigo mismo:

Py, = 0)(0| = ((1]) (1 0)= ((1) 8) , (1.40)

Py, =|1){1] = (?) (0 1)= (8 ?) . (1.41)

Probabilidad de medir un valor propio (regla de Born): Para un estado general
W) = al0) + BI1), o’ + 8] =1, (1.42)
tenemos

P(A) = ([P0 [) = [af’, P(Ag) = (] Py |¥) = |8 (1.43)

1.2.3 Definiciéon Axiomatica de una TQFT

Definicién 1.2.4 (Teoria Cuédntica de Campos Topoldgica). Una teoria cudntica de campos
topolégica (TQFT) en dimension n es un funtor monoidal simétm’cﬂ

Z: Cob,, — Vectc, (1.44)
donde:

16

Definicién 1.2.5 (Categoria monoidal). Una categoria momnoidal es una categoria C equipada con los siguientes
datos:

1. Un bifuntor tensorial
®:CxC—C,

que asocia a cada par de objetos (X,Y) un objeto X®Y , y a cada par de morfismos (f : X = X', g: Y =Y’
el morfismo fRg: XY - X' @Y.

2. Un objeto unidad T € Ob(C).

3. Isomorfismos naturales (llamados asociador y unitarios)
axyz: (XQY)®Z S XY ®Z), IAx: 10X 3 X, px: XI5 X,

que satisfacen los diagramas de coherencia de Mac Lane (asociatividad y unidad).

13



e Cob,, es la categoria de n-cobordismos:

— Los objetos son variedades cermdaﬁ M que representan un “espacio” en un instante
de tiempo

— Los morfismos son n-cobordismos entre ellas.
La estructura monoidal en Cob,, viene dada por la union ajena de variedades i.e M LI N.
e Vectc es la categoria de espacios vectoriales complejos con el producto tensorial.
El funtor Z asigna:
e A cada variedad cerrada M™ 1, un espacio vectorial Z(M) (el espacio de estados),

e A cada cobordismo W: My — My, una aplicacion lineal

Z(W): Z(My) — Z(My), (1.45)

Definicién 1.2.6 (Categoria monoidal simétrica). Una categoria monoidal simétrica es una categoria monoidal
(C,®,1,a, A, p) provista ademds de un isomorfismo natural de simetria

UX’Y X®Yi)Y®X,
que satisface las condiciones de coherencia
oy,x ooxy = idxeyv,

y es compatible con la estructura monoidal, es decir, hace conmutar los diagramas de coherencia correspondientes
con a, Ay p.

Definicién 1.2.7 (Funtor monoidal simétrico). Sean (C,®,I) y (D,®',I') dos categorias monoidales simétricas.
Un funtor monoidal simétrico es un funtor F': C — D junto con:

1. Una transformacion natural
Pxy: FX)Q' F(Y) = F(X®Y),

que es natural en X eY.

2. Un morfismo
¢: 1 — F(I),

que preserva el objeto unidad.

Estos datos deben satisfacer los diagramas de coherencia que garantizan la compatibilidad con la asociatividad y la
unidad:

Dxgy,zo (Pxy ®'id) =Pxygzo (id® Py z) o Flax,y,z),

y ademds, si las categorias son simétricas, se requiere que F' preserve la simetria:

F(oxy)o®xy = Py,x ©0p(x) p(v)-
17

Definicién 1.2.8 (Variedad Cerrada). Una variedad cerrada es una variedad diferenciable M que cumple dos
propiedades fundamentales:

x FEs compacta, es decir, todo recubrimiento abierto de M admite un subrecubrimiento finito.
x No tiene frontera, es decir, OM = ().

En otras palabras, una variedad cerrada es un espacio que es finito en extension (compacto) y que no presenta
bordes ni limites. Ejemplos tipicos son la esfera S™ y el toro T™.
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interpretada como el operador de evolucién temporal.

La propiedad monoidal requiere que
Z(IMUN) = Z(M)® Z(N). (1.46)

que corresponde a la unién disjunta de los sistemas cudnticos M y N.

ZIM] = {|p)|lg) € H} (1.47)

siendo H el espacio de estados |1)) en un espacio de Hilbert.

1.3 Motivacion de una TQFT usando el Campo de Klein-
Gordon v

Consideremos un campo escalar libre 1) con masa m:
MY SR (1.48)

definido sobre el espacio-tiempo de Minkowski M"? con métrica 1, dada por

1 0 0 O
0 -1 0 0
=10 0 -1 o0 (1.49)
0o 0 0 -1
El campo v satisface la ecuacion de Klein—Gordon si
(O +m?) ¢(z) =0, donde O:=»*v,V, =V"V, =00, (1.50)
siendo m la masa del campo y V, la derivada covariante asociada a 1,,,.
La accién del campo libre es la accién para el campo de Klein-Gordon:
1,3 4 1 Lo 0
SM™, ), ny] = d'z | 20" 0,0 — —m™Y” ). (1.51)
M1.3 2 2
El funcional de particién viene dado por
ZIMY ) = | Dy S b (1.52)

M3

donde el simbolo [ D1 representa una discretizacion de una trajectorfa del espacio-tiempo
() = w(ah) seguido de la integracién sobre el valor del campo en cada punto discreto i.e.

— 00

N
/ Dy W) = lim / Hldzpj Sl donde by = (2t (1.53)
j:

15



1.3.1 Variacién con respecto al campo

Consideremos la accién de Klein—-Gordon en espacio de Minkowski:

S[y] = / d*z L(, 0,0)) = / dz anaw dth — %m%?} . (1.54)
Sea una variacion infinitesimal del campo:
Y(x) = P(x) + 0(x). (1.55)
La variacién de la accién es entonces:
oL oL
55:/614:(;{—5 + ————0,(8 ] 1.63

18

Definicién 1.3.1. Sea S[¢(x)] un funcional que asigna un nimero (real o complejo) a cada configuracidn del campo
@(x). En teoria de campos, la accion es un ejemplo tipico de funcional:

Stel = [ e £(6(2).9,0(0).
donde L es la densidad lagrangiana.

La derivada funcional se puede definir como un limite andlogo a la derivada ordinaria:

010 _ , Slo(e) + 3z — )] - Slo(w)] (156)

0¢(y) =m0 €

donde §(x —y) es la delta de Dirac localizada en y.

Las propiedades fundamentales de la derivada funcional son analogas a las de la derivada ordinaria:

1. Linealidad:

352(¢)]

[a S1[¢] + b Sa[g]] = s op(y)’

I b

(1.57)

1)
6 (y)
donde a, b son constantes.

2. Regla de la cadena (funcional): Si S[¢] = F(G[¢]), entonces
5S[¢] _ /d4x yale] 6G(m). (158)

59(y) 6G(x) dp(y)
3. Derivada funcional de un campo:
6¢(x)
=0z — ). .
o =) (1.59)
4. Ejemplo con un funcional lineal:
0S
St = [ dzo@)I@) = Mg Sy (1.60)
5. Ejemplo con un término cuadratico:
1 0S
Slol = 3 [ dow? = S = o) (1.61)



Para el lagrangiano de Klein—Gordon tenemos:

oc oc
2= " B@w) " Y .
Por lo tanto:
58 = / d*z [-m*Y 6y + (" 9,0) 8, (00)] - (1.65)

Aplicando integracién por partes al segundo término y descartando los términos de frontera
(09|oar = 0) obtenemos:

[ e 60,0 8,60) = - [ dte 0,0,0) . (1.66)

combinando los términos tenemos:

4SS = /d4x (=1 0,0,¢ — m*Y] 6¢ =0 (1.67)

Dado que 01 es arbitrario, obtenemos la ecuacién de Euler-Lagrange:

(@O +m?y =0| (1.68)

que representa la Ecuacién de Klein-Gordon en coordenadas inerciales de Minkowski[™”]

6. Integracién por partes funcional: Para un funcional que depende de derivadas del campo,

Stol = [ d'a F(8(2), 0,0(0)),
se cumple que

5p(y)  9(y) 9(0uo(y))

donde los términos de frontera se anulan suponiendo que d¢(z) se desvanece en el borde del dominio de
integracién. Esta propiedad es la base de las ecuaciones de Euler—Lagrange en teoria de campos.

sS[¢]  oF #< oF ) (1.62)

19

Definicién 1.3.2 (Coordenadas inerciales de Minkowski). Se llaman coordenadas inerciales de Minkowski a
un sistema de coordenadas (t,z,y, z) en el espacio-tiempo plano tal que la métrica se expresa como

Nuv = diag(+1,—1,—1,—1), (169)

y en el cual las particulas libres se mueven con velocidad constante, es decir, siguen geodésicas rectas. En estas
coordenadas, la derivada covariante V, se reduce a la derivada parcial 0,, y la estructura de causalidad estd
determinada por los conos de luz definidos por 1, .
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1.3.2 Variacién con respecto a la métrica 7,

Supongamos que realizamos una variacién infinitesimal de la métrica de Minkowski:
' — g 4+ ont. (1.70)

La variacién de la acciéon correspondiente es
1
08 = /d4:17 3 ot Oy 0, =0 (1.71)

Para un campo v en espacio de Minkowski con lagrangiano L(1,0v), el tensor energia—
momento candnicd®) se define como

oL
T, /= ———=0,% — 0/ L 1.74)
3(0,9) (
Este tensor es conservativo (8“Tﬁfj“ = 0) y representa la densidad de energia, momento y flujo de
energia del campo.
Ejemplo: Para el campo de Klein—-Gordon con accién

Sl = / d'z Bn“”é’uw A — %mzzﬁ} : (1.75)
el tensor canoénico es
T = 0,006 — s 31°0000 00— 302 (170
Simplificando los factores de %, obtenemos la forma simétrica usual en el espacio de Minkowski:
Ty = 0,0 0,0 — s (1" ) D) — m*y?) (1.77)
La teoria de Klein—-Gordon no es una TQFT (Teoria de Campos Topoldgica), ya que la variacién de
la accion respecto a la métrica no es trivial. i.e. % = 0 En una TQFT, la accién y los observables

son independientes de la geometria del espacio-tiempo, es decir, §5/dg"” = 0, mostrando que la
dindmica depende explicitamente de la métrica.

20Si consideramos la accién del Klein-Gordon como un funcional del métrico general 9uv, se puede definir el
tensor de Hilbert mediante la variacion de la accién respecto al métrico:

Tiluilbert — 2 6S[w’g] (172)
gl 09"
donde
4 1 v 1 2,2
SW,Q} = d z ‘g| 79# V,U«w VV¢ —-m ¢ ) (173)
" 2 2
y

o +/|g| asegura la invariancia del elemento de volumen bajo cambios de coordenadas.
e ¢"” reemplaza a la métrica de Minkowski n#”.

e V, es la derivada covariante asociada a g, que en espacio plano se reduce a 0.

En espacio plano g, = 7,., esta definicién coincide con el tensor canénico simétrico mostrado.
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3. Motivacion hacia TQFT

El campo de Klein—Gordon sirve como ejemplo de QFT axiomatizable sobre un espacio-tiempo M:
e Tenemos un espacio de estados H i.e el Espacio de Fock del Sistema@ y operadores ().
e Tenemos un funcional Z[M] que codifica correlaciones.

Esto motiva la idea de una teoria mas abstracta: asignar a variedades espacios vectoriales y a
cobordismos operadores lineales, como se hace en una TQFT.

Remark 3. Sin embargo, la teoria de Klein—Gordon NO es topoldgica

e Depende explicitamente de la métrica g,,: las correlaciones cambian si deformamos
la métrica.

e El tensor energia-momento Ty, = 0,10, — g (3(09)? — m*Y?) no es trivial.

e Fl espacio de estados es infinito-dimensional, mientras que en una TQFT unitarias los es-
pacios de estados son finito-dimensionales.

Por estas razones, el campo de Klein-Gordon es una QFT local ordz'nam'alﬂ y no una TQFT.

21

Definicién 1.3.3 (Espacio de Fock). Sea H un espacio de Hilbert. El espacio de Fock asociado a H se define como

o0

FH)=CoHeHH)s®(HOHH)s o = H)s, (1.78)

n=0

donde (H®™)s denota el subespacio de tensores simétricos (para bosones) o antisimétricos (para fermiones) de n
copias de H.

22
Definicién 1.3.4 (Teoria Cuédntica de Campos Ordinaria). Una teoria cudntica de campos (QFT) ordinaria en un
espacio-tiempo M es una asignacion de:

e un espacio de Hilbert H de estados,

e operadores de campos ¥ (x) definidos sobre H para cada punto x € M,

e un lagrangiano o accién S[Y] que determina la dindmica de los campos.

No se requiere que la teoria cumpla propiedades topoldgicas especiales.

Definicién 1.3.5 (QFT Local). Una teoria cudntica de campos local es una QFT ordinaria que, ademds, cumple
la localidad:

[W(x),¥(y)]+ =0, sizyy estdn separados espacialmente, (1.79)

donde [-,-]+ es el conmutador (para bosones) o anticonmutador (para fermiones). Esta condicion asegura que no
hay interaccion instantdnea a distancia.
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1.3.3 Variacion de la variedad subyacente oM

En teoria de campos, la accién S[i), g] suele depender de:
e El campo 9, que se encuentra definido sobre un variedad M.
e La métrica g,,, que define la geometria de M.

Ademas de variar ¢ (ecuaciones de Euler-Lagrange) o g,, (tensor energia-momento), se puede
plantear la idea de una variacién de la variedad subyacente.

Interpretaciones posibles

1. Deformaciones de la estructura diferenciable: Considerar una familia de variedades
M) con aplicaciones suaves f) : M — M,. Una variacién infinitesimal se define como

d
af)‘})\:o (1.80)
. Esta interpretacion es formal y depende de la existencia de deformaciones diferenciables.

2. Difeomorfismos infinitesimales: Un difeomorfismo infinitesimal
at — ot 4+ (x) (1.81)
induce transformaciones en los campos y en la métrica:

(x) = P(x) — £9(x), (1.82)
gul/ — g,uu - Vuéy - Vyfu- (183)

En relatividad general, estas transformaciones se consideran gauge y no cambian la fisica.

Variacién infinitesimal de un campo escalar
Consideremos un cambio infinitesimal de un punto:
=t 4 ozt (1.84)

donde dz# es pequend™]

Sea un campo ¢ definido sobre una variedad M. Para una transformacién del punto
x — 2’ =x+ oz,

definimos el campo transformado en el nuevo punto como

¢'(2) := ¢(x(z")). (1.85)

Z3Usualmente se define #(z) := da# = eVH(x), con € < 1 y V#(x) un campo vectorial.
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Definicién de variacién infinitesimal. Sea un campo ¢ definido sobre una variedad M.
Su variacion d¢ se define como

dp(x) := ¢ (x) — o(x), (1.86)

donde ¢'(z) es el campo transformado evaluado en el mismo punto z.

Si consideramos un desplazamiento de puntos x — x’ = x + dx, la variacién extrinseca del
campo se puede expresar como

dp(z) = ¢'(x) — (x) = —dz* 0,0(x),

para un desplazamiento infinitesimal dz*.

Calculo de la variacion

Usando la expansién de Taylor de ¢ a primer orden alrededor del punto x':

O9(x')

¢'(@) = ¢(a(2)) = ¢(a' — du(2")) = ¢(a) — " (2") =5 == (1.87)
es decir:
/ / / / aqb('r/)
¢'(2') = () — oat () oy (1.88)
Evaluando en el punto 2’ = af*}
oy 9¢(x)
¥ (@) = ola) — 82", (1.89)
de donde se obtiene la variacién infinitesimal:
_ d¢(x)
Ejemplo: campo escalar ¢(z) = 22
Consideremos
o(x) = 2 (1.91)
y un cambio infinitesimal
' =z +0.00001 (1.92)

Por definicién:

¢'(2") = ¢p(z(2')) = (2 — 0.00001)* = 2> — 22'(0.00001) + (0.00001)* ~ z"* — 2(0.00001)2’
(1.93)

24La ecuacién anterior se encuentra evaluada en el punto 2’ considerando ' como metavariable podemos sustituir
la expresién anterior por ' = x
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Expresando en z:

¢'(x) ~ x* — 2(0.00001)z, (1.94)
por lo que la variacion es
do(x) == ¢'(x) — ¢(x) = —2(0.00001)x (1.95)
dp(x) = —2(0.00001)z | (1.96)
O

3. Variacion del encaje: Si el variedad M esta encajada en un espacio de mayor dimension
X : M < RY, se pueden considerar variaciones de la forma X — X + 6X. Este enfoque
aparece en teoria de cuerdas donde la accion depende de la geometria de la superficie en el
espacio ambiente.

Discusion fisica

e En relatividad general, variar el variedad se traduce en variar la métrica o considerar difeo-

morfismos; los puntos del variedad no tienen significado fisico absoluto.

e En teoria de campos sobre un fondo fijo (por ejemplo, Klein-Gordon en Minkowski), la
variedad se considera fija y su variacion es principalmente un concepto formal.

e En teorias topoldgicas, la accién puede depender tinicamente de la topologia de M, y una
“variacién de la variedad” podria interpretarse como un cambio de clase topoldgica.
Intuicion
Se puede imaginar la variacién del variedad como un “estiramiento o deformacion” del espacio

sobre el que viven los campos, sin modificar necesariamente el contenido fisico local, pero afectando
estructuras globales o topoldgicas.

Ejemplo 3 (Deformacién de la estructura diferenciable de la esfera S*). Considere la familia de
difeomorfismos por dilatacion

fr: 8 — My, M) =1+ A)p, (1.97)
donde S® C R* es la esfera unidad y
My={zeR": ||z =1+ A} (1.98)
Sea 1) un campo escalar sobre S®. Definimos el campo transportado a My por
Uy = o fi! (campo sobre M, ). (1.99)
La métrica inducida en My viene dada, al identificar mediante fy, por

g = (1+X)g, (1.100)
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donde gy es la métrica estindar en S®. (En dimensién n = 3 el elemento de volumen escala como
dvol,, = (1 + \)*dvoly,.)
Sea la accion del campo escalar dada por

Slg,v] = /S L(g,, Vi) dvol, = /S (% G BV ) + V(¢)> dvol,. (1.101)

donde V (¢) representa un potencml.ﬁ La accion sobre My (con la misma forma funcional) es

Slgr, ] = /M (% GNPV + V(%)) dvoly, (1.103)

Haciendo el pull-back mediante f\ y expresando la integral sobre la esfera base S* (identificando
fgn = (1+ X)?go y ¥ro fr =), obtenemos

Sv= [ (30 +X7VOR + V) (14 0P dvol, (1.104)

de donde, simplificando,

(%(1 +A) [y + (1 + /\)3V(¢)) dvoly, . (1.105)

SA[Gaw, VN] = /

S3

Observaciones.
e El término cinético escala con un factor (1 + X).
e El potencial escala con un factor (1 + \)3.

e Si ademds se escala el campo 1p con algin peso apropiado (para conservar invariancia con-
forme), los factores de escala en los términos cinético y de potencial pueden cambiar. Aqui
se ha supuesto 1 sin reescalado.

Variacion infinitesimal. Derivando respecto a A en A = 0 obtenemos

s,
dA

A :/S (%|V¢]2+3V(w)>dvolgo. (1.106)
=0 3

25

Definicién 1.3.6 (Potencial de un campo en QFT). Sea v un campo en teoria cudntica de campos (QFT) con
lagrangiano de la forma

L, V) = 5"V, Vot — V(). (1102)

El término V(1) se llama potencial del campo y corresponde a la parte no cinética del lagrangiano. Es una funcién
(generalmente polindmica) de v que determina la dindmica del campo sin derivadas, incluyendo la estructura de
vacios y las interacciones del campo consigo mismo o con otros campos.

Ejemplos tipicos:

e Campo libre masivo: V(¢) = %meQ.
e Campo con auto-interaccion cudrtica: (Mp*) V(¢) = 2m?p? + J¢t.

2
e Potencial de Higgs: V(¢) = —p?ptap + X(Te)2.
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Variacion infinitesimal usando 4g,. La variacion de la accion Sy respecto a la familia de
métricas gy viene dada por

68\ = —% / T 59w dvoly, , (1.107)
M
donde
g = (14 2200 (1.108)
tomando X infinitesimalP i.e. A2 =0 tenemos
0w = % - =2 Gow- (1.109)

Sustituyendo 6gy ., y evaluando en X = 0 on-shell (es decir, usando 5 solucion de las ecua-
ciones de movimiento), obtenemos

45,
d\

= — /VS3 TuVQOHV dVO]‘QO = — /53 T'uu dVOlgO. (1110)
A=0

Comparando con el cdlculo directo:

a5,
dA\

- /S (3IV0 P + 3V () dvol,, (1.111)

A=0

obtenemos la identidad

T = —3|Vy|? =3V (¥) | (1.112)

In

Aqui TH es el tensor energia-momento definido sobre S3, adoptando la convencion de Hilbert
THY — _ﬁégf La variacion gy . refleja la dependencia explicita de la métrica bajo la dilatacion
g v

conforme.

Conclusién. Al variar la esfera S® mediante la familia de métricas conformalmente escaladas
gx = (1+X)%go, (1.113)
observamos lo siguiente:

e La variacion de la métrica bajo dilataciones es 0g,, = 2 go v, lo que refleja como la geometria
se modifica al “inflar” la esfera.

e La accion del campo ¢ cambia bajo esta dilatacion, y el cambio estd codificado en la traza
del tensor energia-momento:

dS,

K o = /SS T/L dVOlgo, (1114)
con

T = —3|V[> =3V (y). (1.115)

26En principio A es un pardmetro continuo que define una familia de acciones Sy. La variacién de g se obtiene
derivando respecto a A y evaluando en A = 0, lo cual equivale a considerar el caso A infinitesimal en la vecindad de
cero.
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e En general, la traza no es cero, por lo que la accion varia al modificar el radio de la esfera.
Esto muestra explicitamente como la geometria del espacio influye en la dindmica del campo.

e [n casos especiales por ejemplo, para un potencial que preserve invariancia conforme cldsica,
la traza podria desaparecer y la accion seria invariante bajo dilataciones, reflejando simetria
conforme cldsica.

De esta manera, la variacion de la esfera permite conectar la geometria del espacio con las
propiedades del tensor energia-momento y la respuesta de la accion del campo a cambios conformes
del espacio.

]

Ejercicio 1.3.1 (Variacion del funcional pullbackeado). Sea la familia de acciones pullbackeadas
sobre la esfera S3:

Si[g0, Y] = /53 (%(1 + N[V 4 (1 + )\)3V(¢)> dvoly,, IV = a6V, V.

1. Considerando una variacion de la métrica gy — go + 0go, calcular explicitamente dSy y
escribirla en la forma

65)\ = —% /3 T)'l\“/ (59(]#1, dVOlgo.
S

2. Determinar el tensor energia—momento TY" asociado al funcional Sy i.e.

3. Calcular la traza T“M(/\) y comprobar que al evaluar en A = 0 se recupera
TH,(0) = =3 Vy|* = 3V (¥),

cotncidiendo con el resultado obtenido previamente al derivar la accion respecto a A de manera
directa.

Nota: FEste ejercicio conecta la variacion del funcional pullbackeado respecto de la métrica fija
go con la variacion con respecto de la métrica gy y la traza del tensor energia—momento.
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1.4 Regiones acausalmente desconectadas en Teoria Cuantica
de Campos Algebraica (AQFT)

En Teoria Cudntica de Campos Algebraica (AQFT), el enfoque no se basa directamente en campos
definidos en cada punto del espacio-tiempo, sino en observables asociados a regiones del espacio-
tiempo. La estructura fundamental es un net de dlgebras locales:

O — A(0), (1.116)

donde O C M es una region abierta del espacio de Minkowski y A(Q) es la algebra de observables
que se pueden medir en O.

1.4.1 Motivacion del uso de regiones acausales

Para cumplir el principio de causalidad, dos regiones acausalmente desconectadas O, L Oy deben
tener observables que conmutan:

[A17A2] - O, VAl S A(Ol), AQ S A(OQ) (1117)

Esto asegura que medir un observable en O; no afecta ningiin observable en O,, coherente con la
relatividad especial.

1.4.2 Net de algebras locales

El formalismo algebraico se basa en una red (net) de dlgebras {A(O)}oca que satisface los sigu-
ientes axiomas bésicos (Haag—Kastler).

Definicién 1.4.1 (Net de dlgebras de observables). Sea (M, g) un espaciotiempo lorentziano. Una
net (o red) de dlgebras de observables es una asignacion que a cada region abierta acotada O C M
le asocia una C*-dlgebra A(O) de operadores, de manera que se cumplen los siguientes axiomas
(Haag—Kastler):

1. Isotonia: Si Oy C Oy, entonces

A(O1) € A(O,). (1.118)

2. Covariancia: Existe una representacion del grupo de simetrias del espaciotiempo (por ejem-
plo, el grupo de Poincaré en el caso de M = M'3) en automorfismos de la red:

U(g) A(O)U(g)™' = A(gO), g €Iso(M,g). (1.119)

3. Localidad (o microcausalidad): Si Oy y Oy son regiones acausalmente desconectadas,
entonces los observables asociados con ellas conmutan:

[A,B] =0, VAe A(O,), B € A(O,). (1.120)

4. Normalizacion: Eziste una C*-dlgebra global de observables
[

A= A©0) | (1.121)

ocM

generada por todas las subdlgebras locales.
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Los observables en regiones acausales se pueden medir simultdneamente de manera consistente.
En AQFT, esto reemplaza la idea tradicional de “valores de campos en cada punto” por una
estructura algebraica que respeta la causalidad. Por ello, los sets acausales son la piedra angular
de la construccion de AQFT, garantizando que la teoria sea consistente con la relatividad especial.

1.4.3 De Regreso al campo de Klein-Gordon v

En la seccién anterior definimos el net de dlgebras locales satisfaciendo los axiomas de Haag-
Kastler. En esta parte usaremos nuevamente el campo de Klein-Gordon como motivacién para
dichos axiomas.

Consideremos el lagrangiano del campo de Klein—-Gordon en espacio-tiempo de Minkowski en
coordenadas inerciales:

L£(6,0,0) = L [(01)* — [Vo[* — m*¢?] . (1.122)

En el formalismo hamﬂtonianoﬂ definimos el momento candnico conjugado como la derivada
funcional del lagrangiano respecto a la velocidad del campo:

oL

T(t, %) == ———. 1.125
SR CYIOn) (112)

Para el lagrangiano de Klein—Gordon esto nos da
7(t, %) = Oup(t, T), (1.126)

mostrando que el momento conjugado depende funcionalmente de la historia del campo a través
de su derivada temporal.
La densidad hamiltoniana se define mediante la transformada de Legendrd®| funcional:

H(p, 7] = /dgzcw(t,f) Qo (t, T) — L]d, 0,9]. (1.128)

27E] formalismo hamiltoniano de campos es una extensién del formalismo hamiltoniano de la mecénica clésica a sis-
temas con infinitos grados de libertad, como los campos. En este formalismo, se introduce el momento candnico con-
Jugado w(Z,t) asociado a cada campo ¢(Z,t) mediante derivadas funcionales del lagrangiano respecto a la derivada
temporal del campo. La dindmica del sistema se describe entonces en términos del Hamiltoniano

H[¢p, 7] = /d%H[qs, 7], (1.123)

donde H es la densidad hamiltoniana. Las ecuaciones de movimiento se obtienen de las ecuaciones de Hamilton
funcionales:
0H

atgb(t)f) = m, 8t7T(t,f) =

O0H
0o(t,T)

de forma andloga a la mecédnica clasica, mostrando cémo evoluciona el campo y su momento conjugado en el tiempo.
ZDada una funcién suave f(z), su transformada de Legendre g(p) se define a partir de la condicién diferencial

_da
p_dac

(1.124)

(1.127)

de modo que ¢g(p) = px — f(x) con x expresado implicitamente en términos de p mediante p = %.

27



Sustituyendo m = 0;¢ y el lagrangiano, se obtiene
Hip, 7] = Lr? + LVo[2 + Im?g?. (1.129)

Finalmente, el Hamiltoniano total del sistema se expresa como
Hip, 7] = /d?’x’H[gb, ] = /d% [La? 4 LV + Lm2¢?] . (1.130)

De esta forma, el Hamiltoniano representa la energia total del campo, donde cada término
refleja una contribucion distinta: la energia cinética temporal, la energia espacial y la energia de
masa, con la dependencia funcional explicita del campo y su momento conjugado.

Al cuantizar cano’m’camente@ el campo de Klein-Gordon, promovemos el campo clésico ¢(Z, t)
y su momento conjugado m(Z,t) a operadores que actiian sobre el espacio de Hilbert del sistema.
Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion canonicas:

A~

08, 3), (N =0, [[7(&,D), 7LD =0, [o(t, D), 7 (t,9)] = i6® (7~ §). (1.133)

La primera relacion indica que los operadores de campo en distintos puntos del espacio conmu-
tan entre si, reflejando que no existen restricciones directas entre los valores del campo en lugares
distintos al mismo tiempo. De manera andloga, los momentos conjugados en distintos puntos
también conmutan. La tercera relacion, conocida como la relacion canonica fundamental, codifica
la dependencia funcional entre el campo y su momento conjugado en el mismo punto, y es la que
garantiza que la cuantizacién respete la estructura hamiltoniana del sistema. La delta de Dirac
tridimensiona 53 (¥ — ¥) asegura que la conmutacién es local, es decir, s6lo ocurre cuando los
puntos espaciales coinciden.

29La cuantizacién candnica consiste en pasar de un sistema clasico, descrito por un lagrangiano o un Hamiltoniano
y sus corchetes de Poisson, a un sistema cuantico, en el que los observables se representan por operadores sobre
un espacio de Hilbert. De manera general, si f[¢, 7] y g[$, 7] son funciones funcionales de los campos ¢(t, Z) y sus
momentos conjugados 7(t, Z), la cuantizacién canénica se define mediante la regla

{fyg}Poisson — %[f,ﬁ], (1131)

donde [f,g] = f§— gf es el conmutador de operadores. Esta correspondencia asegura que las relaciones algebraicas
del sistema clésico se respetan en la version cuantica. En particular, para los campos y sus momentos conjugados
se obtiene la relacién canénica fundamental

[0(t, Z), 7(t, )] = ih6®) (& —7), (1.132)

y los demas conmutadores entre campos o entre momentos en distintos puntos espaciales se anulan. Este proced-
imiento es la base para construir la teoria cudntica de campos, permitiendo la descripcién de fenémenos como la
creacién y destruccién de particulas.

30La delta de Dirac tridimensional ) (# — ) es una funcién distribucién definida por:

1 o
G)(p) = _ ik T 73 1.134
58 () (%)3/]1@6 &, (1.134)
que cumple la propiedad
[ @ 0@ - n = @) (1135)

para cualquier funcién test f(&) suficientemente suave. En el contexto de la cuantizacién de campos, asegura que
las relaciones de conmutacién candnica son locales: el campo (Z)(t, Z) y su momento conjugado 7 (t, %) sélo conmutan
de manera no trivial cuando los puntos espaciales coinciden, es decir, ¥ = 3. Esto refleja que las interacciones
inmediatas sélo ocurren en el mismo punto del espacio.
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1.4.4 Conmutador del campo de Klein-Gordon en dos puntos

Sea ¢(x) un campo escalar libre de masa m de Klein-Gordon. Definimos el conmutador en dos
puntos x,y € M como

[l
‘@>
\_/
ASSY
—~~
s

|
-
~~
s
RSN
=

[6(z), o(y)] (1.136)

1. Expansion en modos del campo

El campo ¢(x) puede escribirse mediante los operadores de creacién y destruccién de energl’
como:

} & 1
)= | g (e ). (1.138)

donde k- =wit — k-7, wy = V k2 + m?2, y los operadores de creacién y aniquilacion satisfacen

lag, al] = (2m)°0%(k — ), [ag, aq = [al, al] = 0. (1.139)

2. Calculo del conmutador

De esta forma utilizando las relaciones de conmutacion:

~

[6(x), b(y)] = d(=)d(y) — d(y)
Bk 1 N ikex At ik d’q 1 n o—iky | ~toigy
RS PR
Bk N kx| AT ika s —iky | AT igy
B ol s
(2m)3 2wk T K
dgk 35301 ik- 3 ik-x ig-
= \/_ (27r) 8Bk — Q)le ™ e — (27)35 (k q)]e"Tetty
B d3k 1 1 3 —ike iky 3 ks —iky
B / (27)3 |/ 2w; {(277)3 2wy <(27T) e e - (am)ee )}
_ d’k 1 e~ th(z—y) _ ik(z—y) (1.140)
(27)3 2wy .

31La descomposicién del campo escalar ¢(x) en términos de operadores de creacién y aniquilacién se basa en la
expansion en modos de Fourier, aprovechando que el campo libre satisface la ecuacién de Klein-Gordon. Cualquier
solucién ¢(x) puede expresarse como superposicién de ondas planas

Br1 . . .
o) = [ (o waket), =R (L1a)
. ,

2w,—€'

>
—~~
8

Aqui, ap y a son operadores que eliminan o crean una excitacién con momento k y energfa wr. Esta construccién
garantiza que cada modo de onda se comporte como un oscilador armdnico cudntico independiente, de manera que
el campo completo se puede interpretar como un conjunto de osciladores armoénicos cuanticos, donde las excitaciones
corresponden a particulas de masa m.
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obtenemos que los tnicos términos no nulos son los cruzados aj y a}. Asi,

[6(x), 9(y)] = / éﬁl;g%%(e‘““'(”‘y)—e““'(x‘”). (1.141)

3. Anulacién del conmutador en separacién acausal

Consideremos un campo escalar cudntico ¢(x) en el espaciotiempo de Minkowski. Las relaciones
de conmutaciéon candnicas a igual tiempo son

~

[0, 3),0(t, )] =0, [6(t,7), 7(t, )] = ihd®) (T — §), (1.142)

donde 7 (t, Z) es el momento conjugado de ¢(t, T).

Separacién espaciotemporal acausal

Dos puntos del espaciotiempo x = (¢,%) y 2’ = (t',2") se dicen acausalmente separados (espacial-
mente) si

(-2 =@t—-t)—-|7-7<0. (1.143)
Fisicamente, esto significa que ninguna senal puede propagarse de un evento al otro sin superar la
velocidad de la luz; por lo tanto, no pueden influenciarse causalmente.

Existencia de un sistema de referencia de simultaneidad

Para una separacién acausal siempre es posible encontrar un sistema inercial en el que ambos
eventos ocurran simultaneamente:

tauevo = t;uevo . (1 . 144)

Esto se debe a que el intervalo es espaciado (|Z — Z'| > [t — t/|), y se puede realizar un boost de
Lorentze] a lo largo de la direccién £ — 7" que “incline” los hiperplanos de simultaneidad, colocando
ambos eventos en la misma hoja temporal.

Conmutadores a igual tiempo

En este sistema de referencia, las relaciones de conmutacién candnicas implican que

~ ~

[gb(tnuevm fnuevo); ¢(tnuevov y_’nuevo)} = 07 (1146>

ya que los dos puntos estan al mismo tiempo pero en distintas posiciones espaciales.

32Un boost de Lorentz es una transformacién lineal que mezcla las coordenadas de espacio y tiempo de manera
que se conserva la métrica de Minkowski 7, = diag(—1,1,1,1). Por ejemplo, un boost a lo largo del eje = con

velocidad v se escribe
N (v —yv) [t 1
)=(20 () == (1.145)

y deja invariante el intervalo de Minkowski —t? + 22 + % + 22. i.e. (ds’) = ds. En teorfa cuantica de campos,
los operadores de campo ¢(x) transforman bajo boosts como ¢'(z’) = ¢(x), asegurando que los conmutadores de
campos sean invariantes.
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N

A(0,0)

Figure 1.2: Los Eventos A y B son simultaneos en el sistema de refencia (¢, z’).

Invariancia de Lorentz

El conmutador de campos escalares es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

~

[0(2), 6(a")] = [6(Az), $(Aa")] (1.147)

para cualquier transformacién de Lorentz A. Por lo tanto, si el conmutador se anula en un sistema,
se anula en todos los sistemas de referencia.

Proof. Sea un campo escalar cuantico ¢(z). Su conmutador se define como

~ ~

[0(2), 6(y)] := d(x)d(y) — d(y)d(x). (1.148)

Bajo una transformacién de Lorentz x + 2’ = Az, un campo escalar se transforma como

~

o(z) — ¢ (@) = p(A"). (1.149)
Evaluemos el conmutador en los puntos transformados:

[6/(2"), 8 ()] = [d(A"2"), (A1) (1.150)
[(ﬁ(x), é(y)] (definiendo x = A~'2/, y = A~ 1y/). (1.151)

Por lo tanto, se concluye que

[0(2), 6(y)] = [P(Az), b(Ay)], (1.152)

es decir, el conmutador de un campo escalar es invariante bajo transformaciones de Lorentﬂ
m

33Esta prueba depende crucialmente de que el campo ¢ sea escalar. Para campos con indices (vectores, tensores,
espinores), aparecen factores de A que modifican la forma del conmutador:

[AF(2), A" ()] — [A"(2"), A" (y)] = N AT[A% (x), A% (y)]. (1.153)
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Conclusién

Combinando estos resultados, concluimos que para puntos acausalmente separados, los operadores
de campo siempre conmutan:

[p(x),d(2")] =0 si(z—2')*<0. (1.154)

Esto garantiza el principio de causalidad en teoria cuantica de campos: los observables que no
pueden influenciarse mutuamente deben conmutar.
Es decir:

Bk 1 , »
/ o) 5 <e"k'(m_y) — e’k'(m_y)>, si (x —y)? > 0 (causalmente conectados)

0, si (x —y)? < 0 (acausales)

—~

et

(1.155)
0

En el ejemplo anterior, haciendo uso del campo de Klein-Gordon v, fue posible motivar la
definicién de una red de algebras locales. Dos puntos del espacio-tiempo x, y que se encuentran
causalmente conectados y dentro del dominio de definicién del campo tienen conmutador no trivial.
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1.5 Espacio de Hilbert de Klein-Gordon

1.5.1 Hamiltoniano Renormalizado

En la seccién anterior obtuvimos el hamiltoniano clasico de Klein-Gordon que viene dado por

H= [ @) = [ | 2e2@) + L(vo@)? + tm2e2@)] . (1.156)
/ [ g 2

donde el campo de Klein-Gordon expresado en términos de los operadores de creacién y destruccion
de energia esta dado por

¢(x) / Tk ( “h ol ’”) (1.157)
r)= | ———\aze ae .
(2m)3 2wz \ K k 7
al calcular el momento candnico conjugado 7 := 9;¢(t, x) obtenemos:
dsk: —ZWE —ik-x t ik
m(z) = / 2r) - <aEe —ae ), (1.158)

y el gradiante Vé(z) toma la forma

B —ik; | |
Vo = / ! (a,—{»elkx — a%ezkx) (1.159)

dondew,;:\//;2+m2yk-x:w,;t—/§-f

Después de un largo pero sencillo céleulo usando las expresiones para 72(z), |V(¢(2))|? y ¢(z)?
y usando propiedades de la Delta de Dirac obtenemos que el hamiltoniano pude ser expresado en
términos de los operadores de creacion y destruccién de energia como:

1 3k
H= /d%?—[ / 27)? Wy <a,;a£ + a%a,;;) (1.160)

Ejercicio 1.5.1. Prueba la igualdad anterior.

Por otro lado usando la regla de conmutacién que definen al operador de creacién y destrucién

de energia (|1.138]) i.e.

lag, at] = agal — ala; = (2)*6%(0), (1.161)

despejando para CALECAL;% y sustituyendo en (|1.160)) tenemos:

Bk 1 d3k
H:/Ww,;a%ak'+§/ww,;(2ﬁ)3§(0) (1.162)
donde
1 1
53(0) = /d%(%)g = @ /d?’a: (1.163)
——

Volumen R3
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denotando Vol(R?) a este volumenf tenemos

Ak 1 A3k
— AT 3
ek 1

Esta ecuacién nos recuerda la expresion para un oscilador arménico.ﬁ Consideremos |Ep) el

34A] ser R® no compacto tenemos que el volime es infinito. Este problema en principio puede solucionarse
tomando una regfon compacta sobre R3.

35Consideremos una particula de masa m sujeta a un resorte ideal con constante eldstica k. La energia potencial
de este sistema viene dada por la ley de Hooke

V(z) = $ka?, (1.166)
y la frecuencia angular natural estd definida como
w=4/&. (1.167)

De este modo, el Hamiltoniano clasico que describe el sistema es

N T
H=—++- . 1.1
o + 5w T (1.168)

En mecéanica cuantica, & y p pasan a ser operadores que satisfacen la relacion de conmutacion
[, p] = ihl. (1.169)

Para simplificar la expresion del Hamiltoniano se introducen los operadores de aniquilacion y creacién, definidos
como

b= Wap b5 gt ™t 5 (1.170)
2h 2mhw 2h V2mhw
los cuales cumplen la relacién de conmutacién fundamental
[a,a'] =1, [a,a] = [af,al] = 0. (1.171)
El Hamiltoniano del oscilador arménico cuantico puede escribirse como
H=hw(a'a+3). (1.172)
A partir de las relaciones de conmutacién se obtiene:
[H,a) = —hwa,  [H,al] = +hwal. (1.173)
Estas relaciones muestran que @ y a' actian como operadores de descenso y ascenso de energia, respectiva-

mente. Los estados propios del oscilador arménico se construyen aplicando repetidamente el operador de creacién
at sobre el estado fundamental o estado de vacio |0), definido por

aloy := 0. (1.174)
donde el estado con n cuantos de excitacién se obtiene como
(ah)"

Vn!

In) = 10). (1.175)
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valor propio de energia mas bajo del sistema H i.e.
H|Eo) = Eo|Ep)

como |Ep) es el estado de menor energia tenemos que ax|Fy) = 0. Asi obtenemos
d*k U | 5
EO = <E0|H|E0> = <E()| WWE CLECLE + §V01<]R ) |E0> =
2m

1 [k

~ [ e (ol )+ VOI(R) ()
=1

=1

ya que los vectores |Ey) por hip6tesis los tomamos normalizados. Es decir tenemos:

Ey = LVol(R?) / @k Wi
‘T L/—/ (27T)3 y

oo osciladores
oo osciladores

|

por cada punto 1
cada uno
del espacio

con frecuencia wi

o Wi, : ® Wy,

® Wiy o Wy ® Wry
o Wko o Wago o Wry
N Wk o Way ° Wry
k q r z

(1.181)

(1.182)

(1.183)

(1.184)

(1.185)

Figure 1.3: Representacién en 1+1 de los infinitos osciladores para cada punto del espacio.

Dichos estados se encuentran normalizados. Esto nos permite obtener los valores propios del oscilador desplazando

el sistema entre los autovalores de energia i.e.
E,=n|Hn)=hw(n+3), n=012...
Los operadores de aniquilacién y creacién actiian sobre esta base de la siguiente forma:
aln)y =vnln—1),  a'ln) =vVn+1|n+1).
El ntimero de excitaciones estd determinado por el operador nimero
N =ala,
cuyos autovalores satisfacen
N|n) = n|n).
De esta forma, la expresion del Hamiltoniano para N osciladores armoénicos desacoplados es

al 1
A=Y hw (a;ak+2>.

k=1
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Sustituyendo la expresion de Ey en el hamiltoniano obtenemos

T

El término FEj representa la energia de punto cero del campo, la cual surge de la suma de
las contribuciones wj de todos los modos del vacio. Esta cantidad es infinita debido al nimero
infinito de grados de libertad del campo y no tiene consecuencias observables directas, ya que
las mediciones fisicas dependen tunicamente de diferencias de energia. En otras palabras, un
desplazamiento constante en el valor absoluto del Hamiltoniano i.e. H' = H + ¢l no afecta a la
dinamica ni a los espectros relativos de excitacion.

Por esta razén, es habitual redefinir el Hamiltoniano mediante el orden normal (normal order-
ing), que consiste en reordenar los operadores de creacién &% y aniquilacién ai de modo que todos
los operadores de creacién aparezcan a la izquierda. Este procedimiento elimina la contribucién
infinita del vacio, que si bien es infinita podemos considerarla constante fijando la energia del
estado fundamental en Ey,.j, = 0 sin alterar los resultados fisicos. Este vacio |0) recibe el nombre
de wvacio de Klein-Gordon. Asi, el Hamiltoniano renormalz’zadoﬁ] adopta la forma

d*k
S — AT A
cH:= / ok w A, (1.187)

donde los dos puntos indican precisamente el orden normal y se ha descartado el término constante
Eo.

1.5.2 Espacio de hilbert de N osciladores armoénicos desacoplados

Hemos revisado que para el caso de N osciladores armoénicos desacoplados tenemos que el hamil-
toniano total del sistema viene dado por

“ 1
H=Y hw (azak + 5) : (1.188)
k=1

de esta forma el espacio de Hilbert asociado al sistema H viene dado por el producto tensorial de
los espacios de Hilbert asociados a cada uno de los osciladores i.e.

H=QH (1.189)
=1

Si el nimero de osciladores tiende a infinito, i.e. N — oo volvemos a tener el mismo problema
presentado en la seccién anterior para el hamiltoniano de Klein-Gordon. Andlogo a la teoria de

36L0s problemas de infinitos en la teorfa cudntica de campos surgen porque los campos se tratan como funciones
definidas en cada punto del espacio-tiempo, lo que lleva a que las cantidades fisicas involucren integrales sobre
un numero infinito de grados de libertad. En particular, al calcular valores esperados o correcciones cuanticas
(por ejemplo, en diagramas de Feynman), aparecen integrales divergentes en el limite de altas energias o pequenas
distancias. Estas divergencias reflejan el hecho de que la teoria, tal como esta formulada, no es valida a todas las
escalas, y requieren un procedimiento de renormalizacion para obtener resultados finitos y fisicamente significativos.
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Klein-Gordon podemos despreciar el factor constante de nuestro hamiltoniano haciendo que el
estado de energia mas bajo del sistema sea el estado |0) i.e. el hamiltnoniano adquiere la forma

H= i hwral ax (1.190)
k=1
De esta forma si |0;) es el estado de energia mas bajo para i-ésimo oscilador tenemos que
|0) :=01) ®]02) ® ... ® |0,,) (1.191)
es decir
H|0) = 0]0) (1.192)

Consideremos {|n;)} la base del i-ésimo oscilador arménico. De esta forma una base para el
hamiltoniano H viene dada por

{|n1) ® [n2) ® ... ® |nn) } (1.193)
Definimos
lij) =10)®0)®--® i) @---®]0) (1.194)
“Tugar
Anéalogamente definimos
kirs) =10} ® .. @ [k) ®.0 ) ®..@]0) (1.195)
Tugar “Tugar
De esta forma
Hlkirs) = (kw; + rws)|kirs) (1.196)
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1.6 Funciones de correlacion en teoria cuantica de campos

En teoria cudntica de campos (QFT), las funciones de correlacién o funciones de Green codifican
las amplitudes para observar valores del campo en distintos puntos del espacio—tiempo. Para un
campo escalar real ¢(z), la funcién de correlaciéon de n puntos se define como

G (xy,...,1,) = O|T{¢(x1) - - - ¢(xn) }]0) = /queis[‘ﬂ¢(x1)¢(x2)...¢(:cn) (1.197)

donde T es el operador de ordencion tempora]m .

1.6.1 Integral de camino y generador de correlaciones

Introducimos una fuente externa J(z) y el funcional generador

Z[J] = /qu exp{i/d4x (L[] +J(x)¢(x))}, (1.198)

con la densidad lagrangiana usual para el campo escalar L[¢] = $0,,¢ 0"¢ — %m2¢2 + Ling[¢]. Las

funciones de correlacion se obtienen por derivadas funcionales:
1 AN

(n) = -
G (xy,.. . x,) "6 J(x1) -0 ()

(1.199)

J=0

La identidad clave que explica esto es

§J(Zx) exp (Z/ d'y J(QW(!/)) =i ¢(r) exp <2/ d*y J(y)¢(y)), (1.200)

es decir, derivar respecto de J “saca” factores de ¢.

37La ordenacién temporal (denotada por el operador T') consiste en disponer los campos cudnticos segin el orden
decreciente de sus coordenadas temporales, es decir, el campo con tiempo mayor se coloca a la izquierda. Para dos
puntos se puede escribir explicitamente como:

T{p(z)p(y)} = O(z° —1°) d(x)d(y) + O(y° — 2°) p(y) (),

donde O(t) es la funcién escalén de Heaviside i.e.

1, t>0
_J)1 _
O)=<3, t=
0, t<0
con la convencién habitual ©(0) = % para garantizar simetria en el caso de tiempos iguales. Para un ntmero

arbitrario n de campos, el operador T ordena todos los factores de acuerdo a sus tiempos:

T{p(x1) - p(xn)} = Z @(x?ru) > 932(2) >z Ig(n)) O(Tr(1)) * (Tr(n))s

TESy

donde S, es el grupo de permutaciones y la funcién O(- - -) vale 1 si las desigualdades temporales se cumplen y 0 en
caso contrario. En el caso de campos fermidnicos, cada permutacién lleva ademds el signo sgn(7) para respetar las
estadisticas de Fermi. Esta prescripciéon garantiza que las amplitudes obtenidas en la integral de camino coincidan
con las reglas de causalidad de la teoria cuantica de campos.
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1.6.2 Ejemplo detallado: campo escalar libre (propagador)

Consideremos el caso libre (sin interaccién),
Lo[¢] = 50,0 0"¢ — 3m*¢”. (1.201)

La accién es
Silo) = [ d'a Lalol (1.202)

Integrando por partes (y suponiendo que los campos y sus derivadas se anulan en el infinito, de
modo que las contribuciones de frontera desaparecen), podemos escribir la parte cuadratica como

Sild) = —4 [ d o) 0+ m*)o(e) = § [ d'a ola) K ola). (1.203)

donde definimos el operador K := —[ — m? + ig, y la pieza ic implementa la prescripcién de
Feynman. La integral de camino con fuente es

ZolJ] = /Dng exp{i[%/d%qﬂ(qﬁ—i—/d% ng]}. (1.204)
Para evaluar la integral gaussiana completamos el cuadrado. Formalmente,
loKo+Jp =1+ K ')K(p+ K 'J)—1JK"J, (1.205)

de donde (hasta una constante multiplicativa Zy[0]) se obtiene

20l = Zalo) exp| - § [ diwd'y J(@) dele - ) Tw)] | (1.206)

siendo Ap(z —y) = K~ !(z,y) el propagador de Feynman que satisface
KAp(z—y)=(—0-m?+ie)Ap(z — y) = 6W(z —y). (1.207)

En representacion de momentos,

dtp e (E-y)
Ap(z —vy) :/ o) Rt (1.208)

A partir de Zy[J] se obtiene la funcién de dos puntos libre:

1 6%Z,[J]

GO ) = B 576t

= Ap(x —vy). (1.209)

J=0

1.6.3 Interacciones: \¢* y el truco de las derivadas funcionales

Consideremos un campo escalar real con Lagrangiano
L= 5(0.0)(0"¢) — 3m*¢* — 5 ¢".
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El funcional generador estd dado por
ZlJ] = /ng exp {z/d% [1(0,0)> — m*¢* — 20" + J o] }

Tratamos el acoplamiento A como pequeno y realizamos una expansion en potencias de .
Para una interaccion local clasica L,y = —%(b“, el término de interaccién en la accién es Siy[¢] =
— [d*z 4¢*(z). En el funcional generador completo se tiene

Z[J] _ /D¢ e150[¢]+iSmt [+ [ T (1.210)
Usando que ¢(£E)€if T = % 3 J(im) ¢/ 7% podemos reescribir formalmente
Z[J] = exp [z‘sint(%)}zom , (1.211)

1.6
i 6J(x)
del campo libre Zy[J]. Al expandir el exponencial en series obtenemos la expansién perturbativa
en potencias de A y, término a término, los diagramas de Feynman.

Por ejemplo, la correccién de orden A a la funcién de dos puntos proviene del término lineal en

Sint:

es decir, reemplazando cada ¢(z) por obtenemos un operador que actia sobre el generador

1 1 52

GO (21, 25) = 7 i_zaj(xl)w(xz){[l +iSw(435) + -+ | Zol]} -~ (1.212)

El factor Ar(0) corresponde a una integral de lazo (tadpole) y es divergente en el continuo; requiere
regularizacion y renormalizacion. FEn el espacio de momentos la misma correccion se interpreta
como la autoenergia 3(p) que desplaza la posicién del polo (correccién de masa).

1.6.4 Notas sobre regularizacion y renormalizacién

i d*k 1 . _ .
Las integrales de lazo como Ar(0) o f ot = 501 divergentes. En la practica se introduce una
regularizacion (p. ej. corte en momento, regularizaciéon dimensional, red Euclidea) y se reabsorben
las divergencias en las constantes del lagrangiano (masa, acoplamiento, normalizacién de campo)

mediante renormalizacion.

1.6.5 Comentarios finales

e La identidad que permite reemplazar ¢ por %% se basa unicamente en la regla de la cadena
y en la linealidad de la integral de camino.

e La definicién funcional estricta se obtiene desde la discretizacion en red: en la red, la integral
de camino es un integral finito y la derivada funcional es simplemente una derivada parcial
respecto a la variable ¢; en cada sitio; el continuo se recupera al tomar el limite de malla
nula.

e El formalismo mostrado es suficiente para derivar las reglas de Feynman y para la practica
de la teorfa perturbativa; la rigurosidad matematica requiere cuidado adicional (medidas en
espacios funcionales, teorias constructivas, etc.).
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1.7 Axiomas Fundamentales de la Fisica

En la seccion anterior se revisé como, a través del campo de Klein-Gordon v, es posible obtener
condiciones sobre los conmutadores de los operadores cuanticos asociados. Esto nos lleva a observar
algunos hechos fundamentales de cualquier teoria que se considere fisica.

1.7.1 Invarianza Ecuacional de la teoria sobre un espacio definido GG

La teoria anterior, definida a través del espacio de Klein-Gordon, muestra que:

1.- Cualquier cantidad definida sobre el espacio subyacente M debe
ser ecuacionalmente invariable bajo un grupo de estructura G (1.214)
intimamente relacionado con el espacio M.

La invarianza depende de la teoria en la que se esté trabajando. En este punto, lo fundamental
es que la cantidad debe ser un nimero real R o complejo C.
Esto pone de manifiesto que cualquier teoria fisica significativa debe contemplar el conjunto

C*(M;K):={¢: M — K| ¢ es infinitamente diferenciable }, (1.215)

donde K es un campo@ correspondiente a los campos escalares definidos en la teoria.

Tipos de Campos y Transformaciones bajo el Grupo G

Partiendo del conjunto C'*°(M; K), podemos clasificar los campos segun su naturaleza:

e Campos escalares: ¢ : M — K
e Campos vectoriales: V : M — T M

e Campos tensoriales: T : M — ®k TM ® ®E M

La invarianza ecuacional depende de como los campos transforman bajo el grupo G. Por
ejemplo, si G es el grupo de Lorentz:

&' (2") = ¢(x), V(') = APV (), (1.216)
donde ' = Az. Estas transformaciones aseguran que las ecuaciones de movimiento conservan
su forma.
1.7.2 Acciéon y Ecuaciones de Movimiento

Sea una accién funcional definida sobre C*°(M;K):

S[g] = /M L(6,V6) dvol,, (1.217)

donde L es el lagrangiano de la teoria. La invarianza de la accion bajo G implica, mediante el
teorema de Noether, la existencia de corrientes conservadas asociadas a cada simetria.

38Un campo (K, +,-) es un conjunto K con dos operaciones binarias (suma y multiplicacién) que cumplen: (K, +)
es un grupo abeliano con neutro 0, (K\ {0}, -) es un grupo abeliano con neutro 1, y la multiplicacién es distributiva
sobre la suma. Ejemplos clasicos: Q, R, C.
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Ejemplo: Campo de Klein-Gordon

Consideremos el campo escalar de Klein-Gordon:

Sy] = / (%|V¢|2 — %mQ@DQ) dvol,, ¢ € C*(M;R). (1.218)
M

Este campo es invariante bajo el grupo de Lorentz, y su ecuacién de movimiento:

(O+m*)y =0 (1.219)

permanece con la misma forma en todos los sistemas inerciales.

Conclusién

De lo anterior se desprende que toda teoria fisica significativa se construye sobre un espacio de
funciones suaves C*°(M; K) y un grupo de simetria G que garantiza la invarianza ecuacional. Esto
sienta las bases para el analisis de conmutadores y la cuantizacién de los campos.

1.7.3 Estructura del Grupo G

Si la estructura del grupo permite encontrar una parametrizacién diferenciable, es decir, un sistema
de coordenadas, tenemos que la estructura de grupo de Lie de GG induce de manera natural una
variedad diferenciable.

En particular, la operacion de grupo

M:GXG_>G7 #(g7h):gh7

y la inversion
LG — G, u(g) =g,

son aplicaciones suaves (infinitamente diferenciables) en estas coordenadas.
De este modo G es simultaneamente una variedad diferenciable y un grupo, y a su algebra de
Lie
g=T1T.G

se le dota del corchete de Lie proveniente de los campos invariantes por izquierda.

1.7.4 Ejemplo: el grupo SU(2) como grupo de Lie

El grupo especial unitario de grado dos se define como

SUR2) = {U € M(C)|UU =1, detU =1}. (1.220)
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Operaciones de grupo
La multiplicaciéon de matrices

p:SU(2) x SU(2) — SU(2), w(U,V)=UV, (1.221)
y la inversion

L:SU(2) — SU(2), W(U)=U"'=1UT, (1.222)

son aplicaciones C'*°, de modo que SU(2) es simultdneamente un grupo y una variedad diferencia-
ble.
Parametrizacién real

Todo elemento U € SU(2) puede escribirse como

v=(%5 D). asec jaPrisp-t (1.223)
-8 @
Proof. Sea
a b
U= (c d) , a,b,c,d e C. (1.224)

1. De U'U = I a las ecuaciones Calculamos

UtU = (% 2) (‘CL Z) (1.225)

aa+cc ab+ced
e (1.226)
ba + dc bbb+ dd

Imponiendo UTU = I obtenemos las igualdades de las entradas:

af +lef =1} [P +1d*=1]  [ab+ed=0] (1.227)

2. Forma de la segunda columna En C? el subespacio ortogonal a v; = (a, ¢)” es de dimensién
1. Consideremos el vector

W= (—¢, a)’. (1.228)
Comprobamos que w es ortogonal a v7:
(01, W) = a(—c) + ¢(a) (1.229)
— —ac+ca=0. (1.230)
Ademds ||w]|* = |c|? + |a]* = ||u1]|*>. Por tanto, todo vector v, que sea ortogonal a 7 y tenga la
misma norma se escribe como
S il if —C ;
y=e"w=¢e"| _ |, para algtin 0 € R. (1.231)

Es decir,

Ty = (Z) — ¢l (;) . (1.232)



3. Imposicion de det U =1 Calculemos el determinante con la forma anterior:
det U = ad — be = a(e”a) — (e (—=2))c = € (Ja® + |c[*). (1.233)
Por la primera ecuacién |al? + |c|* = 1, luego
det U = e?. (1.234)

Imponiendo det U = 1 se obtiene e = 1. Asf

0-()

es decir b = —¢ y d = a. Renombrando « := a, 3 := b, queda
o G a2+ 8 = 1. (1.236)
_ﬁ al’
4. Comprobacion inversa Si tomamos
U= (% f : a,BeC, |af*+|87=1, (1.237)
entonces
t_(a =5
U' = (6 a)’ (1.238)
y

o+ af— BB+ aa

a2+ 182 0 )
la|* + 18]

(aa+ __) ap + (=5 )6) (1.239)
( (1.240)
I

(1.241)
por la hipdtesis |a|? + [8|> = 1. Ademads

detU = aa — B(—B) = [a]* +|8]* = 1. (1.242)

Conclusién Hemos probado que las condiciones UTU = I y det U = 1 son equivalentes a que U
tenga la forma

U= (_“3 2) a2 + |82 =1, (1.243)

y viceversa. Identificando o = xg + ix3, [ = x5 + ix; obtenemos la identificaciéon diferenciable
SU(2) = S% Cc R O
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Sea
o = xg + iT3, B = xy +ixy, (1.244)
con xg, x1,r9, r3 € R. La condicién de determinante unitario se convierte en
x5+ 2] + a5 + a5 = 1. (1.245)
Por tanto,

To +i$3 T +i$1

Ul(xg, x1,22,23) = ) )
(w0, 1, 72, 73) —To 4127 To— T3

) : (w0, 71, T2, 73) € S® C R (1.246)

Esta parametrizaciéon exhibe explicitamente a SU(2) como una variedad de dimensién 3, difeo-
morfa a S3, y muestra cémo las operaciones de grupo son suaves en las coordenadas reales.

Generadores de su(2)

Sea la parametrizaciénf] de SU(2):

3
—T9 + i[El Ty — il‘g ; (1’0,1’1, T, 112'3) €S’ (1252)

To +i$€3 To + 177
U($07$1>$2,IB3) = (

39 Aunque la parametrizaciéon de SU(2) utiliza cuatro niimeros reales (g, 1, T2, x3), estos no son independientes,
ya que deben cumplir la restriccion

3+l + a5 +a3 =1 (1.247)

Esta ecuacién impone una restriccion geométrica que reduce el nimero efectivo de coordenadas independientes de
cuatro a tres. En términos de geometria diferencial, podemos decir que la parametrizacién inicial es redundante
y que la relacién cuadrética define una superficie de restriccion dentro del espacio R?*, concretamente la 3-esfera
3. Por lo tanto, aunque la matriz de SU(2) se exprese en cuatro parametros, el grupo propiamente dicho es una
variedad de dimensidn 3, y su dlgebra de Lie su(2), que corresponde al espacio tangente en la identidad, también
es de dimensién 3.

Una parametrizacion efectiva, que utilice inicamente tres parametros independientes para describir todo el grupo,
se puede lograr de varias formas:

1. Angulos de Euler: Se definen tres angulos (6, ¢,v) y se expresa

xozcosgcos¢+¢
2 2
xlzsinicosqs;w,

1.248

xgzsinfsind)_w ( )
2 2 7
xg,:cosfsinqﬂ—q’[}
2 2

con 0 € [0,7],¢ € [0,27),¢ € [0, 4m).

2. Eje y angulo de rotacién: Se usa un dngulo de rotacién 6 y un vector unitario n = (nq,ng, ng), de manera
que

0 0
g=cosy 1+ isin 3 (n1o1 + ngoa +nzo3), |n|=1. (1.249)

Aqui el angulo 0 aporta un parametro y el vector unitario n dos pardmetros independientes, sumando tres
en total.

Estas parametrizaciones efectivas eliminan la redundancia de la parametrizacién original y describen suavemente
todo el grupo SU(2).
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Los generadores del algebra de Lie se obtienen como derivadas parciales evaluadas en la iden-
tidad, que corresponde a (xg, z1, 9, x3) = (1,0,0,0):

g_go _ ((1) ?) s (1.253)
S_Z _ (? é) — o). (1.254)
S—Z - (_01 é) = icy, (1.255)
S—Z _ (6 fl> — oy, (1.256)

donde o; son las matrices de Paulﬂ

0 1 0 —1 1 0
01 = (1 0) s O9 = (Z OZ) , O3 = (0 _1) (1257)

Aunque derivamos respecto a 4 variables, notemos que 37[{) = [ es la identidad y, por lo tanto,
no es un generador de su(2), ya que los generadores deben ser de traza cerﬂ

Por lo tanto, un conjunto de generadores linealmente independientes de su(2) es
{7:0'1, iO’Q, ’iO'g } (1258)

Esto muestra que la dimensién de la dlgebra de Lie su(2) es 3.

por otro lado, es posible, al menos localmente, resolver la restriccién
2t daitai=1 (1.250)

para una de las variables, por ejemplo

x3 ::I:\/l—zg—x%fxg, (1.251)

y reescribir la matriz de SU(2) tnicamente en funcién de (xg,x1,x2). De este modo se obtiene una carta local
con tres parametros independientes, lo que permite calcular las derivadas parciales respecto a g, x1,x2 de manera
explicita. Al hacerlo, los tres vectores tangentes resultantes generan directamente el dlgebra su(2) y, como es de
esperarse, las matrices correspondientes son de traza cero. Esta parametrizacion, sin embargo, es sélo local: requiere
elegir el signo de la raiz y no cubre de forma global todo el grupo.

40Las matrices de Pauli fueron introducidas por el fisico Wolfgang Pauli en 1927 para describir el espin de
las particulas de espin-1/2. Forman una base del dlgebra de Lie su(2) y cumplen la relacién de conmutacién
[Ji,dj] = Zieijkgk.

41Los generadores del dlgebra de Lie su(2) deben ser matrices de traza cero porque su(2) estd definida como el
conjunto de matrices 2 x 2 complejas X que son antihermiticas (X' = —X) y de traza cero (Tr(X) = 0). La
condicién de traza cero asegura que los exponentes eX generen matrices unitarias con determinante uno, es decir,
que pertenezcan al grupo SU(2). Si Tr(X) # 0, entonces det(eX) = ™) £ 1, y por lo tanto la matriz no estarfa
en SU(2). Ademds, la dimensién del espacio vectorial de la dlgebra de Lie es 3, y una base comtinmente usada esta
dada por T = %aj, donde las matrices de Pauli 01, 09,03 son hermiticas, de traza cero, y multiplicadas por i se
convierten en los generadores antihermiticos de su(2). Las matrices de Pauli puras son hermiticas y, por tanto, no
pertenecen directamente a su(2), que exige matrices antihermdticas y de traza cero. Sin embargo, los generadores

fisicos suelen escribirse como U () = eiok"k/z, donde el factor 7 en el exponente garantiza que ioy /2 € su(2).
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Algebra de Lie su(2) :
El espacio tangente en la identidad es
su(2) :=TSU2) ={X € M(C) | XT=-X, tr X =0}. (1.259)
ya que sea un elemento U € SU(2), entonces satisface
Utu = 1. (1.260)
Si escribimos U cercano a la identidad usando el mapa exponencial
U=e¢e*, X €su(2), (1.261)
entonces debemos tener
Uit=eX'eX=1 — &X=1 (1.262)
Para matrices pequenas X, esto implica
X'+ X=0 = X'=-X, (1.263)

es decir, los generadores de su(2) son anti-hermiticos.
Una base conveniente es
i :
T;= o j=123 (1.264)

ya que en fisica es habitual elegir como base del dlgebra de Lie su(2) las matrices

=t

i=5% J=123, (1.265)

ya que esta convencién presenta varias ventajas. Primero, las matrices de Pauli o; son hermiticas
y de traza cero, por lo que al multiplicarlas por ¢ se vuelven antihermiticas, garantizando que las
exponentiales e”’77 sean unitarias sin introducir signos adicionales. Segundo, la normalizacién por
1/2 simplifica los corchetes de conmutacién, obteniéndose

[Tava] = Eabe Ta (1266>

con las constantes de estructura dadas directamente por el simbolo de Levi-Civita. Finalmente,
esta eleccion es coherente con la mecanica cuantica y las teorias gauge: los operadores de espin se
escriben como S; = I} y en el modelo electrodébil los campos de gauge W/{ se acoplan exactamente
con esta misma normalizacion.

1.7.5 El mapeo exponencial en grupos de Lie G

Sea G un grupo de Lie con élgebra de Lie g = T.G, el espacio tangente en la identidad e € G. El
mapeo exponencial es una aplicacion suave

exp:g — G (1.267)

que asigna a un vector tangente X € g el elemento de G' obtenido como el flujo en ¢t = 1 del campo
vectorial invariante por izquierda generado por X.
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Campos invariantes por izquierda

Decimos que X es invariante a la izquierda si, para todo g,h € G,
(Lh)*Xg - thv
donde L, : G — G es la translacion a la izquierda definida por Ly (g) = hg 'y (L)« es su diferencial.

Ejemplo 4. Consideremos el grupo aditivo G = R. La translacion a la izquierda es L,(x) = a+x.

El campo vectorial constante
X(z)=1, =z€R,

es tnvariante a la izquierda, ya que
(Lo): X(z) =X(z+a)=1= X4y,

]

Otro ejemoplo més elaborado es el siguiente:

Ejemplo 5. Sea G = SO(3), el grupo de rotaciones en R3. Cada elemento R € SO(3) puede
interpretarse como una matriz de rotacion, y la translacion a la izquierda es

Ls(R)=SR, S,ReSO(3).
Consideremos el vector X definido por su valor en la identidad I € SO(3) como

~1
X; = 0 € T,S0(3).
0

o = O
o O O

Sea R € SO(3). El campo invariante a la izquierda generado por X es
XR = (LR>*X[:RX[, VRE 50(3),

es decir, en cada punto R del grupo, el vector tangente se obtiene multiplicando X; por R.
Este campo representa una rotacion infinitesimal alrededor del eje z que se transporta a todos
los puntos de SO(3) de manera coherente con la estructura de grupo.

]
Dado X € g, definimos el campo vectorial invariante por izquierda X* en G mediante

XH(g) = (Ly). X, (1.268)

donde L, : G — G es la multiplicacién por la izquierda L,(h) = gh y (Ly). es su diferencial
(pushforward)

(Lg)* : ThG — TghG. (1269)

Intuitivamente, esto significa que el vector X € T,G se “transporta” a T,G a través de la multi-
plicacién a la izquierda. De manera equivalente, X(g) puede verse como la derivada en t = 0 de
la curva

Vy(t) 1= gexp(tX), (1.270)
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es decir,

d
XE(g) = 7 gexp(tX). (1.271)
=0

Esta interpretacion hace evidente que la curva integral de X* que pasa por g es 7,(t).
Una propiedad fundamental es la invarianza por izquierda:

(Lp)X"(g) = X*(hg), Vh,g€d. (1.272)

Definicién del mapeo exponencial

Sea 7y(t) la curva integral tinica de X que pasa por la identidad:
70) =e, A(t) = X*(7(1)). (1.273)
Se define entonces

exp(X) = ~(1). (1.274)

Propiedades

El mapeo exponencial cumple las siguientes propiedades:
1. exp(0) =e.

2. 4 - exp(tX) = X.
3. exp es un difeomorfismo local cerca de 0 € g hacia una vecindad de e € G.

4. Para grupos de Lie matriciales G C GL(n,C), el mapeo exponencial coincide con la ezpo-
nencial de matrices:

© vk
exp(X) =) % (1.275)

k=0

Ejemplo en SU(2)

Tomemos un generador de su(2)

i if1 0
Ty=toy= 1 . 1.276
T2 (o —1) (1.276)

Como T% = —i[ , la serie exponencial se suma exactamente:

[SIEE

exp(tT3) = cos(%) I + 2Tysin(L) = (6 Co ) : (1.277)

o

ml
SIS
~+
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1.7.6 Curvas integrales y pushforward

Sea x € G y escribamos x = hU para algiin h,U € G. Entonces, aplicando la definicién de X* y
la propiedad de invarianza por izquierda, se tiene
d
(Lp) XE(U) = - hU exp(tX) = X (nU) = X*(2), (1.278)
t=0

lo que muestra como el pushforward transporta el vector tangente de U a x = hU de manera
natural usando la curva U exp(tX).

Este es un elemento genérico de SU(2) que describe una rotacién alrededor del eje 3.

Los campos invariantes por izquierda son fundamentales porque permiten identificar el algebra
de Lie g con el espacio de campos vectoriales en G que codifican la estructura del grupo. A través
de ellos, el corchete de Lie se traduce directamente en el conmutador de campos vectoriales:

(XEYE = [X, Y]~ (1.279)

lo cual hace posible estudiar la geometria y la dindmica en el grupo usando sélo informacion
local en la identidad. En particular, generan los flujos de traslacién izquierda y sirven como base
natural para definir derivadas covariantes, conexiones y formas de Maurer—Cartan[™] .

i

Ejemplo Tomemos por ejemplo X = T3 = 3

03. Dado un elemento genérico

_(a b 9 5
U= (_5 a)’ la® + |b> = 1, (1.280)

la curva utilizada para definir X es

y(t) = U exp (t%a;;) U (e.

Derivando en ¢ = 0 obtenemos
e%t 0 7
U L =U = ) 1.282
0 ( 0 6_2t) (203) ( )

Es decir, el campo invariante por izquierda asociado a T3 en el punto U es simplemente

(1.281)

(@IS
~+~
)
Il o
ol
~+
\_/

d

XEHU) =UTs, (1.283)

lo cual es coherente con la definicién general.
De manera analoga, para 177 o T, basta sustituir la matriz correspondiente. Los tres campos
{TE, TF, TF} satisfacen las relaciones de conmutacién

[T, T = i Ty (1.284)

heredando asi la estructura del dlgebra de Lie su(2).

42Las formas de Maurer—Cartan son 1-formas diferenciales definidas en un grupo de Lie G que codifican la
estructura de la dlgebra de Lie g asociada. En particular, la forma de Maurer-Cartan izquierda #” satisface la
ecuacién de Maurer—Cartan d6% + %[GL, 6L] = 0, lo que permite relacionar la geometria del grupo con la estructura
algebraica de g. Estas formas son fundamentales en la teoria de conexiones, integrabilidad y en la construccién de
lagrangianos invarianes en fisica tedrica.
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1.7.7 Perspectiva fisica y conclusién

En fisica, el grupo SU(2) aparece de manera natural al describir espin, isospin y otros grados de
libertad cuénticos.

Por definicién, los elementos de su(2) son matrices antihermiticas y de traza cero. Sin em-
bargo, en fisica resulta mas conveniente trabajar con matrices hermiticas, ya que corresponden a
observables. La clave para conciliar ambas descripciones es modificar el mapeo exponencial con un
factor —i:

U(#) = exp[—i 60" Hy], (1.285)

donde los Hj son matrices hermiticas. De esta manera, los generadores matematicos de la algebra
son —iHy € su(2), pero podemos pensar directamente en los Hy como los generadores fisicos, es
decir, los observables que se pueden medir.

Un ejemplo paradigmatico son las matrices de Pauli 0y, 09, 03. Aunque no son antihermiticas,
al escribir

ok
U(0) = exp [— L ;k} (1.286)
queda claro que el dlgebra estd generada por —ioy/2, mientras que las o, mismas se interpretan
como los operadores de espin medibles. Este razonamiento se generaliza: cualquier matriz hermitica
de traza cero puede servir como generador fisico si se incluye el factor —i en el mapeo exponencial.

La eleccién del signo negativo en el exponente se alinea con la convencion estandar en mecanica
cuantica para la evolucién temporal,

(1) = e M w(0)), (1.287)

donde H es el Hamiltoniano. En este contexto, las matrices hermiticas actiian como generadores de
rotaciones y de la evolucién temporal, manteniendo la consistencia con la estructura matemaética
del grupo de Lie.

En conclusion, la diferencia entre la definicién matemaética y el uso fisico se resuelve modificando
el mapeo exponencial con un factor imaginario. Esto permite tratar directamente a las matrices
hermiticas—Tlos observables—como generadores fisicos, conservando la coherencia con la estructura
algebraica de SU(2) y de manera més general, de cualquier grupo de Lie compacto.
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1.8 Dinamica de la Teoria

En la seccién anterior revisamos la dindmica de la teoria subyacente a través de un funcional S,
que nos permite definir la dindmica subyacente, es decir:

2.- La dinamica de la teoria viene gobernada por una accion (1.288)
lagrangiana S. ’
Funcional de Accion y Ecuaciones de Movimiento
Sea la accién S definida sobre el espacio de funciones suaves C*°(M;K):
Slo| = / L(p, V) dvol, (1.289)
M

donde L es el lagrangiano de la teoria, que depende de los campos ¢ y sus derivadas covariantes.

Principio de Accion Estacionaria

La dinamica de los campos se obtiene imponiendo que la accion sea estacionaria respecto a varia-
ciones infinitesimales d¢ que se anulan en el borde de M:

oS _
5

Esto conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos:

55[¢] =0 0. (1.290)

oL oL

1.8.1 Teoria Gauge Yang-Mills

Una transformacion gauge es una transformacion local de un campo asociada a un grupo de
simetria G del espacio interno. Esto puede formalizarse de la siguiente forma:
Sea M una variedad diferenciable (el espacio-tiempo) y

T: &M (1.292)

un haz vectorial complejo de rango N. Esto significa que en cada punto z € M la fibra &, es un
espacio vectorial complejo de dimensién N,

&, ~C", (1.293)

y localmente & es trivializable: existen secciones locales |e,(x)), a = 1,..., N, que forman una
base de &,.
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Una derivada covariante en el haz £ es un operador lineal
D:T(&E) =-T(T"M®E) (1.294)
que satisface la regla de Leibniz

D(f) =df @Y+ fDy, [feCP(M), [¢) € I'(E). (1.295)

De este modo, los campos de materia [¢)(z)) se consideran secciones de &:
) e T(E). (1.296)

Un grupo de gauge G actia en cada fibra &£, a través de automorfismos lineales, lo que se
formaliza mediante una representacion lineal

p:G— Aut(&,) ~ GL(N,C). (1.297)

Usualmente se toma p ﬁeﬁ para que cada elemento de GG corresponda a un automorfismo distinto
de la fibra. Esto permite pensar a G como un subgrupo@ de GL(N,C) i.e.

G < GL(N,C) (1.298)

De este modo, cada elemento g € G define un automorfismo lineal invertible.
Una transformacion gauge local es una aplicacion suave

U:M—G (1.299)

que asigna a cada punto x € M un elemento del grupo estructural G. Mediante la representacion
del grupo en C¥, este elemento actia como un automorfismo lineal de la fibra &,, variando suave-
mente con z.

Bajo esta transformacién, un campo [¢(x)) € CV se transforma como

[ (x)) — [¥'(2)) = U(2) [()). (1.300)

Intuitivamente, U(z) describe cémo el vector [¢)(x)) € &, se transforma cuando se aplica la simetria
interna representada por el grupo gauge G.
La conezion gauge A,(z), que define la derivada covariante sobre &, puede identificarse local-

mente con la matriz de conexion Hfm, es decir

b b
I, = A, (1.301)

43Una representacién p : G — GL(N, C) se dice fiel si es inyectiva, es decir, si p(g1) = p(go) implica necesariamente
g1 = g2. De este modo, distintos elementos del grupo G se representan por transformaciones lineales distintas en la

fibra.
44

Definicién 1.8.1 (Subgrupo). Sea (G,-) un grupo. Un subconjunto H C G se llama subgrupo si H es un grupo
con la operacion inducida de G. Equivalentemente, H es un subgrupo de G si y sélo si cumple:

1. e€ H;
2. si hi,hy € H, entonces hihe € H;
3. sih € H, entonces h™' € H.
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Si escribimos

Y(x)) = ¥*(2) |ea), (1.302)
entonces
ali(wa‘ea)) = 3;@(1 ‘€a> + ¢a 8,u|ea>
= 90" Jea) + O TI )
= (0,0 + 9 AL lea) =t (DY) lea),
es decir
D;ﬂ/}a = 8;ﬂ/}a + wb-AZb- (1303)
En forma matricial compacta:
Dytp = (0 + Ap). (1.304)

Frecuentemente se expresa la conexién como una 1-forma con valores en g:
- N a a
A, = —igAyT?, (1.305)

donde g es la constante de acoplamiento, Af(z) son las componentes reales y T los generadores
del dlgebra de Lie g. (Con la convencién anterior 7% hermiticos, A, resulta antihermitica.)
El tensor de campo (o curvatura) se define por el conmutador de derivadas covariantes:

Fuy = [Dy, D)) = 0,A, — 9, A, + [Au, A, (1.306)
o, en lenguaje de formas,
F=dA+ANAcQ*(M)®ag. (1.307)

Geométricamente, una transformacion gauge se interpreta como una redefinicion local de la
base en el espacio interno (fibras del haz vectorial) sin alterar las cantidades fisicas observables
i.e. un cambio de coordenadas.

Finalmente, el operador de gauge local puede escribirse (en la vecindad del elemento identidad)
como

Ulz) = e " @1 (1.308)

donde a*(x) son pardmetros locales.

Reglas de Transformacion

e Para un campo de materia en la representacién R del grupo de Lie G:

() — [¢(@) = U(2) [¢(x)) (1.309)

e La conexién (campo gauge) se transforma como
Au(z) — A (2) =Ulx) Au(z) U (z) — (0,U(2)) U} (2). (1.310)
Nétese que con nuestra convencion A, = —igA;T?, la férmula ya incorpora el factor de

acoplamiento g.
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e La derivada covariante se transforma covariantemente:
Db(z) — D\'(z) =U(z) Duy(x).
e El tensor de campo se define como el conmutador de derivadas covariantes:
F.=[D,,D)=0,A —0,A,+ A, A
Bajo una transformacion gauge se transforma como

Fula) — Fl(2) = U() Fu(a) U (2),

de modo que los invariantes fisicos, como Tr(F),, F*"), permanecen invariantes.

Transformacion en Componentes

Si escribimos la conexién en una base de generadores T del dlgebra de Lie g,
A, (x) = —igAZ(x)Ta,

y parametrizamos una transformacién gauge local como

U(l’) _ efioz“(a:)T“’

entonces, para infinitesimas transformaciones (a”(x) pequenos), se obtiene

5A (x) = ;aua%x) T fo ab(a) A2 (2),

donde f%¢ son las constantes de estructura de g, definidas por
(79, T%) = i fobere.
En particular:
e Para G = U(1) (electromagnetismo), f%¢ = 0, y la regla se reduce a

Au(@) — Au() + ; duala).

(1.311)

(1.312)

(1.313)

(1.314)

(1.315)

(1.316)

(1.317)

(1.318)

e Para G = SU(2) o SU(3), aparecen los términos no abelianos con las constantes de estruc-

tura.

Caso Particular Abeliano (U(1))

En el caso de electromagnetismo, donde G = U(1), los generadores son 7" = 1, de modo que el

operador de transformacién gauge se reduce a
Ux) = e i@) = g=iM@)
Las expresiones generales se simplifican de la siguiente manera:

Au(w) — Au(x) = Au(e) + 0uM(2),
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Y(z) — ¢(z) =D y(a),

donde ¢ es la carga del campo de materia.
La derivada covariante se escribe como
D,=0,—1iqA

s

y se transforma covariantemente:
Dytp(w) — Dj'(x) = ") Dyii(a).
El tensor de campo electromagnético se define como
F,=90,A,-0,A,,
y resulta invariante bajo transformaciones gauge:
Fl (1) = Fu(x).

Esto implica que todas las cantidades fisicas construidas a partir de F},,, como el lagrangiano
de Maxwell
LMaxwell - _}lF,u,VFMVa

son invariantes de gauge.
En resumen, en el caso abeliano U(1) la estructura es mas simple: no aparecen términos
de conmutador [A4,, A, la invarianza gauge se traduce en la conocida libertad de redefinir el
I )
potencial electromagnético sin afectar a los observables fisicos (el campo eléctrico y magnético).

Transformacion de la conexion bajo gauge

Bajo una transformacion de gauge local
=Y =U(x)y, (1.319)
la derivada covariante debe transformarse covariantemente:
Dy — D' =UDyy. (1.320)

Sustituyendo D, = 0, + A, se obtiene la transformacién de la conexién:

(O + ANTY = U(0, + A, (1.321)

Resolviendo para Aj:

A, =UA U = (8,0)U . (1.322)
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Caso de grupos unitarios. Para grupos unitarios U € U(N), se cumple que
Ul =Ut, (1.323)

por lo que la transformacién se puede escribir como

Al =UAU" — (8,U0)U" | (1.324)

Sustituyendo U = e~**, se obtiene

U UT = 0,(e7™)e™™ = —id,a, (1.325)

y por lo tanto

Al =UAUT 40,0 (1.326)

Casos Abeliano y No Abeliano

Abeliano U(1): Para un grupo Abeliano los generadores 7% son triviales y la transformacion se
reduce a

1
Au = A = Ayt B0 (1.327)

No Abeliano: Para un grupo no Abeliano,

A, = A =UAU + g(auU)UT. (1.328)

Teoria de Yang-Mills

Con estas convenciones, la teoria de Yang-Mills se construye a partir de la conexion A,, y la derivada
covariante D,,.

Tensor de curvatura (campo de fuerza)

F. =D, D)=0,A —0,A,+[A. Al (1.329)

Sustituyendo nuestra definicién de A,:

E,, = —ig ((%A‘; — 0,4} + gf“bCAZAﬁ) T, (1.330)

donde f®¢ son las constantes de estructura del &lgebra de Lie del grupo de gauge.
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Transformacién de F),,

Bajo una transformacién de gauge U = e~ T":

Fu — F,, =UF,U" (1.331)

para grupos unitarios. Esto garantiza que cantidades construidas a partir de F),, y trazas sobre
la representacién sean invariantes de gauge.

Lagrangiano de Yang-Mills

El Lagrangiano de Yang-Mills se escribe como

1
'CYM = —5 Tr (FMVF’MV) s (1332)

donde Tr indica traza en la representacion de los generadores T, asegurando que el Lagrangiano
sea real e invariante bajo transformaciones de gauge.

Resumen de Convenciones
e Operador de gauge: U(x) = e~ @T*
e Conexion: A, = —igA;T*
e Derivada covariante: D, = 0, + A, = 0, — igA}T,

e Transformacién de la conexion:

A =UAU " = (0,0)U " =UAU" +id,00 (1.333)

e Campo de fuerza:

Fu = [Dy, D)) = 0,4, — 0,A, +[A,, A (1.334)

e Transformaciéon de F),,:

Fu — F,, =UF,U" (1.335)
e Lagrangiano de Yang-Mills:

1
Ly = —5 Tr(Fu F™) (1.336)
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1.9 Principio de Maxima Energia

Es sabido que en Fisica se considera la primera variacion del funcional con respecto al campo, i.e.

Sl¢] = /MF(ng(a:)) dz, (1.337)
65[¢] _
5ol =" (1.338)

lo cual expresa que ¢ es una configuracion estacionaria del funcional de accion, es decir, satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Si consideramos ahora el funcional dado por su variacién, i.e.

y calculamos su derivada funcional, al igualarla a cero obtenemos

5Glo) _ [ _Slel
- 5 dr.

(1.339)

69(y) (y) 6o (x)
Si ¢ satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces
65[¢] 6G[g]
=0 Glo] =0 =0
sola) " T S

De este modo, las soluciones estacionarias de S son también puntos criticos del funcional G, lo
cual refleja de manera formal una estructura jerarquica de variaciones en el espacio de funcionales.

1.9.1 Categoria de Funcionales

Sea F un espacio de funciones definido sobre un dominio M (por ejemplo C>~(M), LP(M), H'(M),
ete.). Un funcional es una aplicacién

F:F—RoC. (1.340)

Maés generalmente, se permite que un funcional tome valores en otro espacio de funciones. En
tal caso, un funcional es una aplicacién

F:F—g, (1.341)

donde G es otro espacio funcional (por ejemplo C*(M), L*(M), etc.). Es decir, el resultado de
evaluar un funcional no tiene por qué ser un ntimero, sino que puede ser otra funcion.
Tipicamente, un funcional de valor numérico se expresa mediante

Flg] = / L(z,¢(x),04(x),...) dz, (1.342)
M
mientras que un funcional cuyo resultado es una funcién suele tomar la forma

Flo](x) = E(x, (), 00(x), . .. ), (1.343)
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produciendo para cada ¢ una nueva funcion definida sobre M.
En el calculo variacional, la variacién o derivada funcional de F' en la direccién 7 se define como

d
0F[gin) =~ Flo+enl| (1.344)
e=0
y cuando puede escribirse como
oF
OF[pyn] = /M w([g n(z) dz, (1.345)

se dice que F' admite una derivada funcional § F[¢]/d¢(x).
La categoria de funcionales, denotada Func(F,R), se define como sigue:

1. Objetos: todos los funcionales F' : F — R (o C) que cumplen propiedades especificas, como
linealidad, continuidad, diferenciabilidad o convexidad.

2. Morfismos: transformaciones 1" : F; + F, que preservan la estructura de interés. Por
ejemplo:

e Para funcionales lineales, T" podria ser una combinacion lineal que lleva F; a Fs.

e Para funcionales diferenciables, T" podria ser una composicién con un operador diferen-

cial: Fy[¢] = F1[L(9)].

3. Composicion de morfismos: dada por la composicion usual de transformaciones:

(T3 0 Th)(F) = To(Ta(F)). (1.346)

4. Identidad: para cada funcional F', el morfismo identidad es

id(F) = F. (1.347)

Interpretacion: Esta categoria generaliza la nocién de espacios vectoriales y operadores lin-
eales a espacios de funciones que toman valores escalares, y permite estudiar funcionales desde un
punto de vista estructural y algebraico, conectando con anélisis funcional y fisica matematica.

1.9.2 Ejemplo de la Categoria de Funcionales

Sea F = L*([0,1]), el espacio de funciones cuadrado-integrables en el intervalo [0, 1].

1. Objeto (funcional lineal):
1
Flo) = [ wola)da
0

Este funcional asigna a cada funcién ¢ € L?([0,1]) un nimero real.

2. Objeto (otro funcional lineal):

Glg) = / o(z) dz
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3. Morfismo entre objetos: Definimos un morfismo 7" que combina linealmente los fun-
cionales:

T(F) := 2F + 3G

Entonces T transforma objetos F,G € Func(F,R) en otro objeto de la misma categoria,
preservando la linealidad.

4. Composicién de morfismos: Si definimos otro morfismo S(F') := F + G, la composicién
TolS es
(ToS)F)=T(S(F)=T(F+G)=2(F+G)+3G =2F +5G

lo cual sigue siendo un funcional lineal sobre F.

Interpretacién: Los objetos son los funcionales F, G, los morfismos son combinaciones lineales
que transforman funcionales en funcionales de la misma categoria, y la identidad serfa id(F') = F.
Este ejemplo muestra cémo la categoria Func(F,R) funciona de manera andloga a la categoria
de espacios vectoriales y operadores lineales, pero ahora en el contexto de funcionales sobre un
espacio de funciones.

1.9.3 Ejemplo: Klein—Gordon como ecuacién funcional

Sea el funcional de accién de un campo escalar ¢(x) en el espacio-tiempo M = R3:
1 L5
Slo| = =0,00"p — —m*¢”| d’.
v 12 2

Definimos el nuevo funcional a partir de la derivada funcional de S[¢] i.e.: tratamos de encontrar
el funcional G[¢] que satisfaga la siguiente ecuacién de funcionales.

0G[¢] _
y que cumpla
0G2[9] _
5o 0 (1.348)

La derivada funcional explicita es
Glo] = —(O+mHo(z), O:= 0,0".

Planteamos la dindamica funcional como ecuacién diferencial mediante:

2G4 5 [ 6G\  6S[e
=0 (6¢<x>> = 5o(a)

Por) 0 T 5@ -0

lo cual conduce a la ecuacidén de Klein—Gordon clésica:
(O +m?)¢(z) = 0.

Interpretacién: Plantear 6G[¢]/d¢ = 0 equivale a buscar los puntos criticos del funcional de
accion S[¢] y describe la dindmica del campo ¢(x) mediante su ecuacién diferencial asociada.
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El segundo lado de la ecuacién corresponde a la variacién de la accién fija §[¢] de de la accién
de Klein-Gordon y el primer factor corresponde a a encontrar.

En este contexto encontrar G[¢] de tal forma que satisfaga la ecuacién funcional es pedir que
el funcional G este escrito como un funcional Lagrangiano que dependa de £'(¢, 0,¢) tal que

Glg] = / L'(¢,0,9) (1.349)

1.e.

0Glg] oL oL’ 1 1 5,
= — — — | = =0,00"p — =

soir) ~ 06\ o)) T 00T

su segunda variaciéon de reproduce la ecuaciéon de Klein-Gordon. y nos general una acuacién

diferencial para la forma del lagrangiano £’

1.9.4 Funcional asociado a la densidad de Klein—Gordon

Sea ¢(x) un campo escalar. Definimos el funcional G[¢] como aquel cuya derivada funcional con
respecto a ¢(x) reproduce la densidad del Lagrangiano de Klein—-Gordon:

0Glg] 1 e

Interpretacion: Este funcional G|[¢] se introduce como un objeto formal que codifica la densi-
dad de energia del campo escalar. No se asume que G[¢] sea la accién fisica, sino un funcional cuya
derivada funcional da directamente la forma del Lagrangiano de Klein—Gordon, el cual representa
el lagrangiano correcto de la teoria.

1.9.5 Resolucién formal para G[¢]

Queremos encontrar un funcional G[¢] tal que su derivada funcional cumpla

0G|

09 (x)

Si suponemos que G[¢] depende tnicamente de ¢, la derivada funcional no podria generar el
término 0,¢ 0" ¢, que involucra derivadas. Por lo tanto, el integrando de G debe contener productos

del tipo ¢ (0,¢0"¢).
Probemos con el ansatz

- %8“¢<CU) augb(x) - %m2¢(x)2

F(¢,00) = 300,000 — gme’.
Al calcular la derivada parcial respecto de ¢ se obtiene
oOF
8_gz$ = % Oug 0"¢ — %m2¢2,
que coincide exactamente con la expresién deseada.

Aunque en una definicién estricta de derivada funcional apareceria un término adicional que
impondremos que sea cero i.e.
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(o) ="

esto equivale a

oOF
O == ) = =0, (0" 1.350
por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange para la accién G[¢] esta dada por:
5 3 Lagrangiano de KG 4-divergencia
F F 1 o A 1, 2,2 o

= _ — =1 — = — 1.351
5~ (537 ) ~ L0000 — ks — 300 (1.351)

5 0. (55%5)

en la practica (y de manera usual en fisica tedrica) se ignora este término tras integrar por partes
o al adoptar la convencién de que la ecuacion dada ya esta simpliﬁcadaff] :
Finalmente, integramos sobre el espacio-tiempo y obtenemos

Glo| = /ddx (% o(x) 0,0(z) Hop(z) — %mQQS(x)?’) + const.

cuyo funcional derivativo obtenido a partir de el es el funcional de Klein-Gordon. i.e.

Sio) = [ 5= [ 10,00 - i (1.352)
y es tal que
GO _ a4 m?yé(a)5(x —
Soly) (004 m?)p(x)d(x —y) (1.353)

1.10 Segunda Derivada Funcional de G[¢]

Queremos calcular la segunda derivada funcional de G[¢]. Partimos de la primera derivada fun-
cional i considerando la teoria médulo 4-divergencia tenemos:

0Glg] 1 L 2
W = 55;1@5(5”)8“65(93) — oM o(z).
Para la segunda derivada funcional, buscamos:
0*G[g]
00(y)oo(x)

1.10.1 Término 0,¢0"¢

Utilizando las propiedades de linealidad y localizacién, e integracién por partes tenemos:

4]
= (0,9(2)0"d(x)) = —0(z — y)To(x).
0o(y) "
45 Aqui se ignoran los términos de divergencia total, como es usual en fisica teérica, para simplificar la derivada
funcional.
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1.10.2 Término —%m2¢2

La derivada es:

o7 (gt ) = -t o(a) 60 ).

1.10.3 Resultado Combinado

La segunda derivada funcional combinada es:

—52G[¢] = —0(x — T m2 T

Este resultado refleja cémo la variacién funcional lleva a la ecuacion de onda asociada al campo
de Klein-Gordon.

1.10.4 Nueva dindmica a partir del funcional G[¢]

Consideremos el funcional auxiliar
Glg) = /d%: (§00:00%0 — tm? o).

A diferencia de la accién de Klein-Gordon S[¢], este funcional puede interpretarse como gen-
erador de una dindmica alternativa si imponemos que su segunda derivada funcional se anule:

PGl _
32 (y)
Este funcional tiene la ventaja que su primera derivada funcional representa el Lagrangiano de KG
ie.
o oG 6G[p] 1 " 1 5,
Sl¢] == /M 56 /M o) /M 5@@(%)8 o(z) 5m o (1.354)

Nota: Esta dinamica es totalmente consistente desde el punto de vista formal de derivadas fun-
cionales, pero describe un sistema fisico diferente al modelo de Klein—Gordon clasico pero reducible
a el modulo 4-divergencias.

1.10.5 Cuantizacién del campo asociado a G[¢] en primer nivel

Consideremos la ecuacién de campo no lineal derivada del funcional
Glol = [ ' (309,000 i &)

1. Formalismo canénico. El momento conjugado canénico se define como

__OF
m(x) = 9000) » 0.
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La Hamiltoniana candnica correspondiente es
1 1 1
H=m0op—F = §¢(30¢)2 + §¢(V¢)2 + 6m2¢3-

2. Conmutadores en la cuantizacion. Al cuantizar, promovemos el campo y el momento a
operadores:

~

o(t,x),  #(t,%),

y se imponen los conmutadores canénicos

[95(2; X)? ﬁ-(t Y)] =1 53(X - Y)v [q@(t, X)v gf;(t, }’)] = [ﬁ-(tv X)> 7AT<t7 Y)] =0.

1.10.6 Cuantizacién del campo asociado G|¢] a segundo nivel

1.10.7 De la “aceleracién” de G[¢] a la dindmica cuantica

Consideremos nuevamente el funcional auxiliar
Glol = [ d'e (500,60% — b o°),
y definamos su “aceleracion funcional” como la segunda derivada funcional:

5*Gg)
2¢

1. Dinamica no lineal clasica. Imponer que la aceleracion funcional se anule:

0*G[4]
32

=0,

reproduce la ecuacion del campo de KG.
(O+m?) ¢(x) = 0, 0=0,0"= -0} + V>

La primera variacién funcional del campo reproduce la ecuacién:

1 1
oUo + 5(3;@)(8%) + §m2¢2 = 0.
juntas definen una nueva dinamica clasica interactiva del campo escalar.

(O +m?) p(z) = 0,
¢0¢ + 5(0.0)(0"¢) + Fm*¢* =0
Estas dos ecuaciones, consideradas en conjunto, definen una nueva dinamica clasica interactiva

para el campo escalar.
Cuantizando mutuamente tenemos:
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1.10.8 Cuantizando mutuamente

Partimos de las dos ecuaciones que consideramos conjuntamente:
{(D +m?) ¢(x) = 0,
¢(x) Oo(x) + 5(0,0)(9"¢) + 3m*¢*(z) = 0.

1. Cuantizacién canénica de Klein—Gordon (teoria libre). Promovemos el campo y su
momento conjugado 7s(t,x) = 0°¢(t,x) a operadores y imponemos

[0(t, %), 7s(t,y)] = ihd*(x —y),  [b(t,x),d(t,y)] = [Fs(t,x), 7s(t,y)] = 0.
La expansion en modos (en volumen grande) es

~ A3k 1 . , 4 .
¢($) _ / (&ke—zwkt—l-zkx + diezwkt—zkx), Wi = \/m,

(2m)3 /2wy
con [dy, af)] = (2m)?6*(k—p). El propagador libre es el operador inverso del cuadrivariado cinético:
(O +m?) Ap(z —y) = —ihdW(z —y).

2. Cuantizacién canénica de la teoria derivada de G|¢| (teoria no lineal). Para G[¢] el
momento conjugado clasico que obtenemos es

OF
"e(") = Bd)

= ¢ 3%,
y promoviendo a operadores imponemos (formalmente)

[é(ta X)7 7ATG<t7 Y>] =1h 53(X - y)
La Hamiltoniana cléasica asociada es
1

Ha = S0(000)° + 50(V)* + g

y su version cudntica Hg requiere especificar un criterio de ordenamiento (p. ej. normal ordering)
para evitar ambigiiedades.
3. Relacién practica entre ambas cuantizaciones (cuantizando mutuamente).

o Linea base (KG libre). Usamos la cuantizacién de Klein—Gordon como punto de partida: su
espacio de Fock y su propagador A sirven como referencia para construir la teoria interactiva
por perturbaciones.

e Perturbacion alrededor de una solucion de KG. Es conveniente separar el campo en una
solucién de fondo ¢g y fluctuaciones o,

® = ¢o+ @, Ogo + mPpy = 0,

y expandir la accién efectiva (o el funcional G) en potencias de ¢. El término cuadratico en ¢
determina el propagador efectivo; términos de orden superior generan vértices de interaccion.
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o Vertices e interaccion. Al expandir Hq o G[¢] aparecen términos cibicos y mixtos que actian
como vértices en diagramas de Feynman; la cuantizacion perturbativa se realiza usando las
reglas habituales: lineas con Ag y vértices derivados de los términos no lineales.

o Ambigiiedades y reqularizacion. La presencia de productos de operadores en el mismo punto
exige regularizacién y renormalizaciéon. Ademds, la definicién del momento g = ¢3%)

introduce problemas de dominio y ordenamiento que deben resolverse para obtener Hg au-
toadjunto y con espectro fisico.

4. Formalismo de integrales de camino (alternativa). Formalmente podemos escribir una
funcién generadora (si tratamos G como accién efectiva)

2101 = [ Do exp(3 Glel + [ dio J@iola)).

y obtener correladores por derivacion funcional respecto. J. En la practica, para que este tratamiento
sea consistente hay que garantizar que G|[¢] tenga la estructura apropiada (convexidad, acotamiento
desde abajo, etc.), o bien usar una expansién perturbativa alrededor de una configuracién esta-
cionaria valida.

5. Observaciones finales (salvedades fisicas).

e La teoria cudntica resultante de G[¢] es intrinsecamente interactiva; su andlisis no perturba-
tivo puede mostrar fenémenos no triviales (solitones, colapso, generacién de masas, etc.).

e Es esencial verificar la estabilidad hamiltoniana (que la energia esté acotada inferiormente)
para tener una teoria fisica bien definida. Si Hg no es acotada desde abajo, la teoria cuantica
puede ser inestable.

e Para cédlculos concretos se recomienda: (i) elegir un fondo ¢y conveniente, (ii) expandir en
fluctuaciones, (iii) regularizar/renormalizar, y (iv) fijar ordenamiento de operadores.

En resumen: cuantizar mutuamente significa utilizar la cuantizacién candnica o funcional del
campo libre de Klein—-Gordon como marco de referencia y construir la teoria cuantica interactiva
derivada de G[¢] por expansion perturbativa (o, si es posible, por métodos no perturbativos),
cuidando las ambigiiedades de ordenamiento, estabilidad y renormalizacion.

1.11 Funcional Homotdépico

Sea, F un espacio adecuado de campos y Func(F) el espacio de funcionales ' : F — R. Un
funcional homotdpico es una familia uniparamétrica de funcionales

A [0,1] — Func(F), s — I,

donde cada .7 es un funcional ordinario J%[¢] := J(s)[¢]. En otras palabras, s parametriza un
camino (o una homotopia) en el espacio de funcionales.
Para cada valor de s podemos tomar la derivada funcional usual con respecto al campo:

0]
op(x) -
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Esto define un objeto de tres variables

0759
0¢(x)

que depende del parametro de homotopia s, del punto del espacio-tiempo x, y del campo completo

o.

Si imponemos la condicién inicial

K(s,z;¢0) =

(2 (]

00(x) |oop  00(x)°

para un funcional dado G[¢], entonces G representa la derivada funcional del funcional homotépico
ens=20

1.11.1 Ejemplo de funcional homotdpico

Counsideremos el funcional

Glo) = 4 [ ' oo
Rd
Su derivada funcional es

6G[9]
0¢()

Ahora definimos el funcional homotdpico

= ¢(x).

HJg) = (1-35)Glo] + s / d ()"

Rd

Entonces, la derivada funcional de 7 es
A
o¢(x)

Calculando explicitamente:

=055 g f o

=(1—s)¢(x) + 4s¢(x)*.

En particular, para s = 0:

que coincide con
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1.11.2 Ejemplo: Homotopia del funcional de accién de Klein—Gordon

Sea el funcional de accién de un campo escalar ¢(z) en RY3:
i |1 0 Lo
Slé) = [ d'a |5(0,0)(0"6) — 5|
Definimos un funcional homotépico que interpola entre 0 y S[¢]:
K9] =55l se01].

La derivada funcional para cada s es:

OANY _ OSIOL _ o
Sp(x)  op(x) (—Og(x) —m*¢(x)),

donde [0 = 0,0".

Evaluando en s =0 y s = 1 obtenemos:
SAL)| Al _ 5518
(5@25(37) s=0 7 5¢(ZE) s=1 6¢($)

Asi, ¢, define un camino lineal en el espacio de funcionales, cuya derivada funcional evoluciona
continuamente desde 0 hasta la ecuaciéon de movimiento del campo de Klein—Gordon.

= —0¢(z) — m*¢(x)

Definicion de 7y funcional

En topologia algebraica, para un espacio topolégico X:

mo(X) = {componentes conexas por caminos de X},

es decir, my(X) clasifica los puntos de X segtin si pueden unirse mediante un camino continuo.

Espacio de funcionales

Sea
e ® el espacio de campos (por ejemplo, todas las funciones suaves ¢ : R? — R),

o F ={S[]: ® — R} el espacio de funcionales de accién que nos interesan, dotado de alguna
topologia (convergencia puntual, normas Sobolev, etc.).

Dos funcionales Sy, Sy € F estardn en la misma clase de mo(F) si:

IH 0,1l x® > R, H(s,¢) = Hd],

con

H<07 ¢) - Sl[¢]7 H<17¢) - S2[¢]7

y el mapa s +— JZ; es continuo en la topologia elegida.
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Definicién condensada
7o(F) := {componentes conexas por homotopia del espacio de funcionales F}.

En otras palabras:
o 7o(F) clasifica las fases funcionales.

e (Cada clase corresponde a un conjunto de acciones que se pueden deformar entre si de manera
continua.

e La existencia de invariantes discretos o cuantizados (nimeros de Chern, niveles de Chern—
Simons, angulos 6, etc.) determina la aparicién de distintas clases en 7y (F).
Ejemplos

e Campo escalar libre (Klein—Gordon): todas las masas y acoplamientos polinémicos se
pueden variar suavemente = mo(Fxg) = {1}.

e Chern—Simons abeliano en 2 + 1d: el nivel k € Z estd cuantizado = mo(Fcs) = Z.
e QCD con §-término: 0 € [0,27) con periodicidad = mo(Fp) = S*.
e Aislantes topoldgicos (con simetria de tiempo inverso): sélo dos fases § = 0,7

= Fo(f) = ZQ.

Interpretacion fisica

El conjunto my(F) caracteriza el espacio de fases posibles de una teoria de campos, clasifi-
cando qué acciones pertenecen a la misma fase y cudles estan separadas por barreras topologicas.

Ejemplos de homotopia funcional en baja dimension

1. Teoria sigma no lineal en 141D (teorema de Haldane)

La accién del modelo sigma no lineal es

1
S[n] = 3 /dzx (9,m)* +i 60 Q[n,
donde:
e n(z) € S% es un campo unitario,

e Q[n] € Z es la carga topoldgica (nimero de winding).

Segun el valor de 6:

0 =2rk = fase trivial (espin entero),

0 =(2k+1)r = fase topolégica (espin semientero).
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Por tanto,

7o(FNLom) = Zs.

2. Teoria de Chern—Simons en 2+1D

La accién de Chern-Simons para un campo gauge abeliano A, es
A i S1e™rPA,0,A
Scs[ ] = E d°x € uwOvp,

donde k£ € Z es un entero por consistencia cuantica.
Diferentes valores de k£ no pueden conectarse suavemente, pues k es un invariante de cohomologia.
Ast:

70 (.ch) &= Z.

Cada valor de k corresponde a una fase distinta del efecto Hall cudntico (conductancia Hall cuan-
tizada).

3. Comparacion de ejemplos

Dimensién Accién Invariante discreto mo(F) Interpretacién fisica
1+1D NLoM S= i J(On)*+i0Q | 6 = 0,7 (mod 27) Zsy Espin entero (trivial) vs semientero (topolégica/Haldane)
2+1D Chern-Simons S = ﬁ JANdA keZ Z Fases del Hall cudntico (conductancia Hall)
3+1D Yang-Mills + 6 | Sy =525 [FAF 0~0+ 27 St (0 Zg si T-invariante) QCD, aislantes topolégicos, términos ¢

4. Conclusion

Estos ejemplos muestran que el “grupo de homotopia funcional” 7y(F) es el andlogo matematico
de la clasificacion topoldgica de fases en materia condensada:

e 1+1D: fases de Haldane, clasificacion Z,.
e 2+1D: fases de efecto Hall cuantico, clasificacion entera Z.
e 3+1D: fases con #-términos, clasificacién continua S* o discreta Zs si se impone simetria de

tiempo inverso.

1.11.3 Espacio de fases en una teoria de campos

En una teoria de campos el espacio de fases es la generalizacion del concepto clasico a un sistema
con infinitos grados de libertad, pues cada campo tiene un valor en cada punto del espacio. Cada
punto de este espacio representa un estado fisico completo en un instante de tiempo.
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Analogia con mecanica clasica. Para un sistema mecanico con coordenadas ¢; y momentos
pi, €l espacio de fases es

I'={(¢.p)]i=1,...,N}.

En una teoria de campos, los “grados de libertad” son las funciones ¢*(x) definidas en el espacio
tridimensional.

Definicién canénica. Dado un campo ¢%(z) en una hipersuperficie espacial 3, su momento

canonico es
oL
Ta(X) =

~ 9(0,9")

El espacio de fases se describe entonces como

I = { (qb“(x), Wa(x)) ‘X € E},

donde cada “punto” de T" es en realidad un par de funciones (¢, 7).
Estructura simpléctica. Este espacio posee una forma simpléctica infinito-dimensional
Q= / dPx 074(x) A 66" (x),
2

que permite definir los corchetes de Poisson funcionales

{0"(x), m(y)} = 6 0@ (x — ).
Las ecuaciones de Hamilton se obtienen a partir de un funcional de Hamilton H[¢, 7]:

909 = 57ffx>’ )= 653?;)'

Significado de las variaciones §. En la forma simpléctica anterior, el simbolo d no representa
una derivada respecto al tiempo ni una derivada espacio-temporal. Indica el diferencial en el
espacio de configuraciones (o espacio de fases). Asi, d¢*(x) es una 1-forma que mide c6mo cambia
un funcional cuando variamos la configuracién de campo ¢ en el punto x, y dm,(x) es la variaciéon
analoga para el momento conjugado. El producto exterior A construye la 2-forma que define la
geometria simpléctica, de manera analoga a dp A dq en mecanica clasica.

Ejemplo: campo escalar libre. Para el lagrangiano
L =3(09)" — 5(V)* — gm’*¢?,

el momento candnico es 7(x) = 0;¢(x) y el espacio de fases consiste en todos los pares de funciones
(p(x), m(x)) que satisfacen las condiciones de caida apropiadas en el infinito.
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Restricciones y gauge. Si la teoria posee simetrias de gauge (electromagnetismo, Yang—Mills,
etc.), el espacio de fases canénico contiene grados de libertad redundantes. El espacio de fases
fisico se obtiene como el cociente

Iy = I'/Gauge.

En resumen, las variaciones ¢ en la forma simpléctica actian sobre las variables candnicas como
coordenadas del espacio de fases, no sobre las coordenadas del espacio-tiempo. Son el ingrediente
geométrico que permite definir la estructura de Poisson y la evolucién hamiltoniana en una teoria
de campos.
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fﬂ- AL

Figure 1.4: La Biblia de San Luis - El Pantocrator, Dios Hijo, como Creador del universo.
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Chapter 2

Niveles de Realidad

2.1 Fijacion Gauge en la Integral de Caminos y el Deter-
minante de Faddeev—Popov

En las teorias Gauge, la presencia de simetrias locales introduce grados de libertad no fisicos que
hacen que la integral de caminos esté mal definida debido a la sobrecontabilidad de configuraciones
equivalentes. Para obtener una formulacion consistente de la teoria cuantica, es necesario fijar
una condicion de Gauge que seleccione una tnica configuracién representativa por cada érbita de
la simetria. En este trabajo se revisa el procedimiento de Faddeev—Popov, mediante el cual se
inserta en la integral de caminos una identidad construida a partir de una condiciéon de Gauge
y su correspondiente jacobiano funcional. Este determinante, conocido como determinante de
Faddeev—Popov, corrige precisamente el volumen redundante asociado a la simetria Gauge. Se
ilustra el método tanto desde un punto de vista formal como mediante un ejemplo elemental con
simetria SO(2), destacando la interpretacién geométrica del volumen asociado al grupo de Gauge
y su papel en la regularizacién de la integral de caminos.

Las simetrias Gauge son omnipresentes en la fisica tedrica, especialmente en la fisica de
particulas. Ejemplos conocidos de teorias Gauge son la electrodindmica cudntica (QED) y la
cromodindmica cudntica (QCD). Una caracteristica comin de las teorias Gauge es la aparicién de
grados de libertad no fisicos en el lagrangiano. Debido a esto, la integral de caminos o trayectorias
para teorias Gauge carecen de sentido (dando valores infinitos en los calculos), ya que integrar
sobre las parametros Gauge haria infinitamente valuado el valor de la integral.

Por otro lado, las simetrias de Gauge reflejan redundancias en nuestra descripcién de un sis-
tema fisico: diferentes configuraciones de campo relacionadas por una transformacién de Gauge
representan, en realidad, el mismo estado fisico. Sin embargo, al escribir la integral de trayectoria
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para una teoria Gaugeﬂ :
Z[A] - / DA, Sl (2.3)

Donde S[A,] representa el funcional de la teoria se incluidas aquellas que difieren solo por una
transformacién de Gauge. Debido a que existen infinitas configuraciones equivalentes, la inte-
gracion las sobreestima: la medida DA, incluye un volumen infinito correspondiente a las érbitas
Gauge. Por eso, la integral de trayectoria es divergente i.e. se vuelve infinito el valor.

Para solucionar esto, se introduce una condicién de fijacién Gauge que restringe la integral a
una 6rbita representativa por cada érbita de Gauge. Esto se suele hacer mediante el procedimiento
de Faddeev-Popov, donde se inserta una funcién delta que impone una condicién (como G[A%] :=
0"(A, + 0,0) = 0) en el caso de la electrodinamica cudntica denominada Fijacion Gaug% y se
compensa con un determinante —el determinante de Faddeev-Popov— para preservar el valor de
la integral. i.e.

Z[A)] = / DA“det((%)5(@[@])@”%1 (2.4)

Esto es asi debido a que

1 = /De §(G[A%) det(%[;e]) (2.5)

donde € es el grado de libertad dado por la simetria.
Consideremos un ejemplo sencillo de todo lo anterior.

Ejemplo 6. Sea R? con coordenadas cartesianas (x,y) y el cambio de variable a coordenadas
polares dado por

Xz

ri=+22+y% 0:= arctg(y) (2.6)

y consideremos la funcién Z dado por

Z:/ drdye 5" (2.7)
R2

'La integral de trayectorias puede definirse formalmente como el limite de un producto de integrales ordinar-
ias obtenido al discretizar el espacio-tiempo. Para un campo ¢ definido en una regiéon con N puntos de una
discretizacion (lattice), la accidén S[¢] se aproxima por una funcién Sy(¢1,...,¢n) y la medida funcional por el
producto de medidas ordinarias. La integral de trayectorias se define entonces como el limite

N—o0

Z = lim (/qusl---/qusN exp(iSN(¢1,...,¢)N))>7 (2.1)

cuando la particién se hace infinitamente fina. Formalmente esto se escribe como

Z = /D¢ e 319, (2.2)
2Gauge Fizing en la literatura.
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donde S(r) es una funcién que depende unicamente del radio i.e. preserva una simetria Gauge con
respecto a las rotaciones SO(2). Mediante el teorema de cambio de variable. Podemos escribir la
ecuacién anterior en términos de las variables (r,6). De esta forma tenemos

oo 27 27 oo
Z :/ / (rdrdf)e 5" = (/ dé’)/ rdre=5) (2.8)
o Jo 0 0

El factor fozﬂ df = 27 es el Volumen (en este caso finito) del Grupo de Gauge i.e

Vol(SO(2)) = 27 (2.9)

Calculo del volumen de SO(2)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana suave de dimensién n. El volumen de M inducido por la
métrica g se define como

Vol(M) — / qv,, (2.10)
M
donde dVj es la forma de volumen asociada a g. En coordenadas locales (x',...,2") se tiene

dV, = y/det(gi;) dz' A -+ Ada", (2.11)
Vol(M :/ det(g;;) dz* - - - da™. 2.12
(M) -V (9i3) (2.12)

Recordemos que SO(2) es difeomorfa al circulo unitario S'. Una parametrizacién conveniente

y por tanto

es

cosf@ —sinf
sinff cosf

R(0) = ( ) . 0elo,2m). (2.13)

Bajo la identificacién SO(2) ~ S* podemos tomar la parametrizacién del circulo unitario en R?

x(0) = (cosd,sin0). (2.14)
La derivada respecto. de 6 es
x'(f) = (—sin 6, cosh), (2.15)
y su norma euclidea es
%' ()| = v/(—sin )2 + (cos§)? = 1. (2.16)

La métrica inducida en la coordenada 6 es por tanto ggg = 1. El elemento de volumen (en este
caso elemento de longitud, 1-forma de volumen) es
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Finalmente, el volumen (longitud) de SO(2) es

Vol(SO(2)) = / 0= o (2.18)

Observacion. Si se elige otra normalizacién de la métrica (por ejemplo una constante de escala en
la forma bilineal definida en la dlgebra de Lie), el valor numérico puede escalarse proporcionalmente.
Con la métrica inducida por la inclusién natural en R? (o con la métrica bi-invariante normalizada
de modo estédndar) el resultado es 2.

Derivacién de Faddeev—Popov

La idea de Faddeev—Popov consiste en insertar “1” de forma que se elimine la integral sobre
la direccion de simetria y se sustituya por un jacobiano, el determinante de Faddeev—Popov.
Concretamente:

1. Seleccionamos una condicién de gauge. En nuestro ejemplo consideremos 6, := 0.

2. Recordemos que la funcién delta de Dirac posee las siguientes propiedades:

/ 5z — ) f(x)dz = [(y), (2.19)

y que
.CC — Qfl ZE - xz)
5(f( Z | o / Z | e u(x) dz, (2.20)

donde u(z) es una funcidn test de soporte compacto, es decir, u(x) € C(R).

De esta forma, en el caso de un niimero finito de grados de libertadf]

3En mecédnica cudntica no relativista, un sistema fisico tipico posee un ntimero finito de grados de libertad,
usualmente descritos por un conjunto finito de coordenadas generalizadas y sus momentos conjugados. Sin em-
bargo, en una teorfa cudntica de campos (TQC) el objeto fundamental ya no es un conjunto discreto de variables,
sino un campo definido sobre el espacio o el espacio-tiempo. Esto implica que el sistema tiene efectivamente un
numero infinito de grados de libertad, uno por cada punto espacial, o de manera equivalente, uno por cada modo
independiente en una descomposicién espectral (por ejemplo, una expansién en modos de Fourier).

La referencia a “grados finitos de libertad” dentro del marco de TQC aparece generalmente en contextos aproxi-
mados o efectivos. Por ejemplo, al discretizar el espacio en una red espacial (como en teorias de gauge en el lattice),
el campo queda representado por un ntmero finito, aunque grande, de variables definidas en los sitios o enlaces de
la red. De forma andloga, en aproximaciones de espacio de Hilbert truncado se retiene solo un subconjunto finito de
modos, tipicamente los de baja energia o baja frecuencia, descartando los demés. En las teorias efectivas, los modos
de alta energia se integran fuera, lo que produce una descripcién con un ndmero finito de pardmetros relevantes
para la escala de energia considerada.

En todos estos casos, el sistema deja de poseer el cardcter estrictamente infinitodimensional de una TQC completa
y adquiere una descripciéon con un nimero finito de grados de libertad. No obstante, el limite continuo o el limite
de alta energia restaura el comportamiento fundamentalmente infinitodimensional propio de la teoria cuantica de
campos.
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Ejemplo de Faddeev—Popov en SO(2)

Sea G(R,) una funcién escalar que selecciona un representante en cada érbita de la simetria. En
el ejemplo de una variable angular, tomamos:

G(R,) =0+a=0 (mod 27), (2.21)

donde 0(x,y) es el angulo asociado al punto (z,y) y « es la rotacién por el angulo a. De este
modo, la condicién de gauge queda fijada por G(R,) = 0, cuyo tnico punto fijo es § = 0 en el
intervalo [0, 27).

La integral de Faddeev—Popov se define como:

2m 0G(R,)
da 6oy (G(R)) ||, 2.22
| das(Gir) (250 (222)
donde 9o, es la delta periddica definida por

0an(9) ==Y 0(¢ — 27n). (2.23)

nez

Calculamos la derivada:

9G(Ra)
=1. 2.24
o (2.24)

Luego, la integral queda:

/27r do dar(a+0) = /27r do Zé(a + 6 — 27n) (2.25)

neL

= Z /27r do 6(a+ 0 — 2mn). (2.26)

nel

La delta de Dirac ordinaria §(« 4 6 — 27n) solo contribuye si su argumento se anula, es decir:
a+0-2m=0 = ao=2mn-—20. (2.27)

Pero a € [0, 27], por lo que solo existe un entero ng tal que 2rng — 6 € [0, 27]. Por lo tanto, de
toda la suma solo un término contribuye. Evaluando la integral de la delta ordinaria:

27
/ do §(a+ 0 — 2mng) = 1. (2.28)
0
Por lo tanto:
27
/ da Syl + ) = 1. (2.29)
0

En este ejemplo simple de SO(2), la integral sobre la direccién de simetria queda eliminada y
la medida original en coordenadas polares se conserva:

dx dy = rdrdf.
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Generalizacién a Teorias Cuanticas de Campos

En el caso de un nimero infinito de grados de libertad, la generalizacion funcional es:

5G[AY]

1= /De §(G[A?]) det <T) .

Esto nos permite, finalmente, definir la integral de caminos modulo la fijacién de gauge:

Z[A,) = / DaDA, §(G[A]]) det (

5G[A?]

oo
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