Regiones Acausalmente Desconectadas en Teoria
Cuantica de Campos Algebraica

Omar Corona Tejeda

omarct1989Qciencias.unam.mx

08 de Diciembre del 2025

Abstract

En el marco de la Teoria Cuédntica de Campos Algebraica (AQFT), los observables se
asocian a regiones del espacio-tiempo en lugar de puntos individuales, lo que permite una
descripcién algebraica consistente con la relatividad especial. Se introduce el concepto de net
de dlgebras locales, cumpliendo los axiomas de Haag—Kastler: isotonia, covariancia, localidad
y normalizacién. La localidad asegura que los observables asociados a regiones acausalmente
desconectadas conmutan, garantizando que no exista influencia causal entre ellas. Como
ejemplo, se analiza el campo escalar libre de Klein—Gordon, demostrando que su conmutador
se anula para separaciones acausales debido a la invariancia de Lorentz y las relaciones de
conmutacién candnicas, lo que motiva y respalda la estructura algebraica de AQFT. Este
enfoque muestra cémo la causalidad se incorpora de manera natural en la teoria cudntica de
campos mediante la formalizacion algebraica de regiones acausales.

1 Regiones acausalmente desconectadas en M

En Teoria Cudntica de Campos Algebraica (AQFT), el enfoque no se basa directamente en campos
definidos en cada punto del espacio-tiempo, sino en observables asociados a regiones del espacio-
tiempo. La estructura fundamental es un net de dlgebras locales:

O — A(0), (1)

donde O C M es una regién abierta del espacio de Minkowski y A(Q) es la dlgebra de observables
que se pueden medir en O. En orden de definir lo anterior es necesario considerar lo siguiente:

Definicién 1.1 (Regiones acausalmente desconectadas). Sea (M, g) un espaciotiempo lorentziano.
Dos regiones abiertas O1,05 C M se dicen acausalmente desconectadas si ningun punto de O
puede estar conectado con un punto de Oy mediante una curva causal (ni nula ni temporal). For-
malmente,

J(O1) N Oy =10, J(O9) N Oy = 0. (2)
Aqui J(O) denota el conjunto causal de O, definido como

J(0) := J*(0O) U J(0), (3)
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donde JT(O) es el futuro causal de O (todos los puntos a los que puede llegarse desde O por curvas
causales dirigidas al futuro) y J—(O) es el pasado causal de O (todos los puntos desde los que puede
llegarse a O por curvas causales dirigidas al pasado).

Remark 1. Los conjuntos acausalmente desconectados representan regiones del espaciotiempo que
son fisicamente independientes: ninguna senal, ni siquiera luminosa, puede propagarse de una a
la otra. En el marco de la AQFT, esta independencia se refleja en la condicion de localidad o
microcausalidad, sequn la cual los observables asociados a dichas regiones conmutan:

[A, B] =0, VAe A(01>, B e A(Og) (4)

Geométricamente, esto corresponde a que los conos de luz de una region no alcanzan a la otra,
como ocurre con dos diamantes causales separados en el espacio de Minkowsks.

Figure 1: Ejemplo de dos regiones O; y O, acausalmente desconectadas en MU,

Nota: En este diagrama se muestran dos regiones en forma de diamante O; (azul) y Oy (rojo).
Cada una tiene asociado su cono de luz (lineas punteadas). Se observa que los conos causales de
O v Oy no se intersectan, es decir:

JO)NO, =0,  J(O)NO, =0, (5)

lo que implica que O; y O, estan acausalmente desconectadas.
El siguiente teorema muestra que no existe una particion por conjuntos acausamente desconec-

tados de M'!
Theorem 1.1. No eziste una particién de M = MY en regiones {O; }icr tales que

1. M =|],.;O; (cubran todo el espacio de Minkowski),

iel
2. O; L O; para todo i # j (mutuamente acausalmente desconectadas),

donde O; L O; significa que J(O;)) NO; =0 y J(O;)NO; =0



Proof. Supongamos, por contradiccion, que existe tal particion {O;}ier.
Paso 1: Punto inicial y restriccién de acausalidad. Sea py = (0,0) € M y sea O la
regién que lo contiene. Por acausalidad, cualquier otra regién O; # Oy debe cumplir

0, N J(Og) = 0. (6)

Es decir, ninguna otra region puede contener puntos dentro del cono de luz de py.
Paso 2: Interior del cono de luz de py. El interior del cono de luz de pg es

Co = {(t;x) € M : |z < Jt]}. (7)

Por la definiciéon de particion, todos los puntos de Cy deben pertenecer a alguna region de la
particién. Dado que ninguna otra regién puede intersectar Cy, necesariamente

Cy C Oy. (8)

Paso 3: Otro punto fuera de Oy. Sea p; € M \ Oy y sea O; la regién que lo contiene.
Aplicando el mismo razonamiento, todos los puntos dentro del cono de luz de p; deben pertenecer
a 013

Cr={(t,x) e M:|x—z| <|t—t]} COn. 9)

Paso 4: Solapamiento de conos. Los conos de luz Cy y C4 se solapan en algin punto
q € M. Entonces ¢ € Oy N Oy, lo cual viola la definicién de particion, ya que cada punto debe
pertenecer a una tnica region.

Conclusion. Como cualquier intento de cubrir todo M conduce a este conflicto, se sigue que
no es posible particionar M en regiones mutuamente acausales. 0

Claramente la anterior argumentacién sirve para el espacio general de Minkowski Mb".

Theorem 1.2. No existe una particidn por conjuntos acausamente desconectados de M'™

2 Regiones acausalmente desconectadas en Teoria Cuantica
de Campos Algebraica (AQFT)

Para cumplir el principio de causalidad, dos regiones acausalmente desconectadas O L Oy deben
tener observables que conmutan:

[A17A2] - O, VAl S A(Ol), A2 S A(Og) (10)
Esto asegura que medir un observable en O; no afecta ningin observable en O, coherente con la

relatividad especial.

2.1 Net de algebras locales

El formalismo algebraico se basa en una red (net) de dlgebras {A(O)}oca que satisface los sigu-
ientes axiomas basicos (Haag—Kastler).



Definicién 2.1 (Net de algebras de observables). Sea (M, g) un espaciotiempo lorentziano. Una
net (o red) de dlgebras de observables es una asignacion que a cada region abierta acotada O C M
le asocia una C*-dlgebra A(O) de operadores, de manera que se cumplen los siguientes axiomas
(Haag—Kastler):

1. Isotonia: Si O; C O, entonces

A(O1) C A(O,). (11)

2. Covariancia: Existe una representacion del grupo de simetrias del espaciotiempo (por ejem-
plo, el grupo de Poincaré en el caso de M = M) en automorfismos de la red:

U(9) A(O)U(g9)~" = A(g0), g €Iso(M,g). (12)

3. Localidad (o microcausalidad): Si Oy y Oy son regiones acausalmente desconectadas,
entonces los observables asociados con ellas conmutan:

[A,B] =0, VA€ A(O)), B e AO,). (13)

4. Normalizacion: Eziste una C*-dlgebra global de observables

A= 40) (14)

ocM

generada por todas las subdlgebras locales.

Los observables en regiones acausales se pueden medir simultdneamente de manera consistente.
En AQFT, esto reemplaza la idea tradicional de “valores de campos en cada punto” por una
estructura algebraica que respeta la causalidad. Por ello, los sets acausales son la piedra angular
de la construccién de AQFT, garantizando que la teoria sea consistente con la relatividad especial.

2.2 El Campo de Klein-Gordon

En la seccién anterior definimos el net de dlgebras locales satisfaciendo los axiomas de Haag-
Kastler. En esta parte usaremos nuevamente el campo de Klein-Gordon como motivacién para
dichos axiomas.

Consideremos el lagrangiano del campo de Klein—-Gordon en espacio-tiempo de Minkowski en
coordenadas inerciales:

L(6,0,0) = 5 [(010)* = |Vo[* — m*¢?]. (15)

En el formalismo hamiltonianoE] definimos el momento canénico conjugado como la derivada
funcional del lagrangiano respecto a la velocidad del campo:

oL

7(t, %) == SO 7)) (18)

1 El formalismo hamiltoniano de campos es una extensién del formalismo hamiltoniano de la mecénica clésica a sis-
temas con infinitos grados de libertad, como los campos. En este formalismo, se introduce el momento candnico con-
Jugado w(Z,t) asociado a cada campo ¢(Z,t) mediante derivadas funcionales del lagrangiano respecto a la derivada
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Para el lagrangiano de Klein—Gordon esto nos da

7(t,7) = Ob(t, ), (19)

mostrando que el momento conjugado depende funcionalmente de la historia del campo a través
de su derivada temporal.
La densidad hamiltoniana se define mediante la transformada de Legendreﬂ funcional:

Hlp, | = /d3:c 7(t, %) Opp(t, &) — Lo, 0,¢]. (21)
Sustituyendo m = 0;¢ y el lagrangiano, se obtiene
Hlp, 7] = L7° + Vo> + im?¢. (22)

Finalmente, el Hamiltoniano total del sistema se expresa como
H[¢p, 7] = /dgx'H[gb, T = /d% [17% + 1Ve|* + im®¢?] . (23)

De esta forma, el Hamiltoniano representa la energia total del campo, donde cada término
refleja una contribucion distinta: la energia cinética temporal, la energia espacial y la energia de
masa, con la dependencia funcional explicita del campo y su momento conjugado.

Al cuantizar candnz’camenteﬂ el campo de Klein-Gordon, promovemos el campo clésico ¢(Z,t)
y su momento conjugado m(Z,t) a operadores que actian sobre el espacio de Hilbert del sistema.

temporal del campo. La dindmica del sistema se describe entonces en términos del Hamiltoniano

Hip, 7] = / P H]é, 7, (16)

donde H es la densidad hamiltoniana. Las ecuaciones de movimiento se obtienen de las ecuaciones de Hamilton
funcionales:

0H 0H
oo(t, %) = ——, om(t, %) = ————= 17
i(t, %) om(t, ) (¢, 2) 6o(t,T)’ 1
de forma andloga a la mecédnica clasica, mostrando cémo evoluciona el campo y su momento conjugado en el tiempo.
2Dada una funcién suave f(z), su transformada de Legendre g(p) se define a partir de la condicién diferencial

_ 4

dx (20)

p

. . , . o . _df
de gnodo que'g(p.) =px— .f (z) con x expresado 1mphf:1tamente en termlnps de p mediante P= ' '

La cuantizacién canénica consiste en pasar de un sistema clésico, descrito por un lagrangiano o un Hamiltoniano
y sus corchetes de Poisson, a un sistema cuantico, en el que los observables se representan por operadores sobre
un espacio de Hilbert. De manera general, si f[¢, 7] y g[$, 7] son funciones funcionales de los campos ¢(t, Z) y sus

momentos conjugados 7(t, ), la cuantizacién canénica se define mediante la regla

{f, g}poisson — % [f: ql; (24)

donde [f,g] = f§— gf es el conmutador de operadores. Esta correspondencia asegura que las relaciones algebraicas
del sistema clésico se respetan en la version cuantica. En particular, para los campos y sus momentos conjugados
se obtiene la relacién canénica fundamental

[é(u '7_“:)7 7Ar(t 37)] =ih6® (f - g)v (25)

y los demds conmutadores entre campos o entre momentos en distintos puntos espaciales se anulan. Este proced-
imiento es la base para construir la teoria cuantica de campos, permitiendo la descripciéon de fenémenos como la
creacién y destruccién de particulas.



Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion candnicas:

~ ~ ~

[6(t,2), 08, 9)] =0, [a(t,2),7(t,H)] =0,  [o(t,@),7(t,9)] =id®(@~7).  (26)

La primera relacion indica que los operadores de campo en distintos puntos del espacio conmu-
tan entre si, reflejando que no existen restricciones directas entre los valores del campo en lugares
distintos al mismo tiempo. De manera andloga, los momentos conjugados en distintos puntos
también conmutan. La tercera relacion, conocida como la relacion canonica fundamental, codifica
la dependencia funcional entre el campo y su momento conjugado en el mismo punto, y es la que
garantiza que la cuantizacién respete la estructura hamiltoniana del sistema. La delta de Dirac
tridimensiona 5O (& — ) asegura que la conmutacién es local, es decir, sélo ocurre cuando los
puntos espaciales coinciden.

2.3 Conmutador del campo de Klein-Gordon en dos puntos

Sea ¢(z) un campo escalar libre de masa m de Klein-Gordon. Definimos el conmutador en dos
puntos x,y € M como

[0(2), 6(y)] = $(2)o(y) — S(y)o(x). (29)

1. Expansion en modos del campo

El campo ¢(z) puede escribirse mediante los operadores de creacién y destruccién de energi
como:

2 k1 ko | ot ik
() :/_3— (age—z S x) , (31)
- k
(2m)3 | 2wy
“La delta de Dirac tridimensional §®) (Z — ) es una funcién distribucién definida por:
1 =
3) (5 —__ - ik-T 33
0WN(Z) BB /Rse d’k, (27)
que cumple la propiedad
[ r@ 0@ -1 = @) (25)

para cualquier funcién test f(&) suficientemente suave. En el contexto de la cuantizacién de campos, asegura que
las relaciones de conmutacién canénica son locales: el campo ¢(t, Z) y su momento conjugado 7 (¢, 7) sélo conmutan
de manera no trivial cuando los puntos espaciales coinciden, es decir, £ = 4. Esto refleja que las interacciones
inmediatas sélo ocurren en el mismo punto del espacio.

®La descomposicién del campo escalar ¢(x) en términos de operadores de creacién y aniquilacién se basa en la
expansién en modos de Fourier, aprovechando que el campo libre satisface la ecuacién de Klein-Gordon. Cualquier
solucién ¢(x) puede expresarse como superposicién de ondas planas

d? 1 , _ -
o(x) :/ii(alzeﬂk.x+a£emm>’ wp =\ k2 +m2. (30)

P o

Aqui, ap y aTE son operadores que eliminan o crean una excitacién con momento k y energia wg. Esta construccién
garantiza que cada modo de onda se comporte como un oscilador armonico cudntico independiente, de manera que
el campo completo se puede interpretar como un conjunto de osciladores arménicos cuanticos, donde las excitaciones
corresponden a particulas de masa m.



donde k-2 = wit — k- 7, wy = V k? +m?2, y los operadores de creacién y aniquilacion satisfacen

lag, a

0= (k- q), lag,aqg = [al,a] = 0. (32)

q

2. Calculo del conmutador

De esta forma utilizando las relaciones de conmutacion:

~

[0(x), 0(y)] = d()(y) — S(y)
_ d3k 1 ~ —ikx ~t ikx d3q 1 A —iky ~T igy
B {/ (27)? WE G >’/ (2m)° /2w (g7 + e >]
/ &’k / |:A e—ik~:r: _i_a%eik-x’dqe—ik'y _I_d:;ezqy:|
S
- | &5 dgk i | o | R = e e - R - e
k
Bk 1 1 oo . ,
— / (27T>3 QWE |:(27T)3 2wE ((27)362@661]@ - (2W)3€zkxezky)‘|
_ / (;l:;i(eik(zy) _eikuy)) (33)
k

obtenemos que los tinicos términos no nulos son los cruzados a; y azf. Asi,

-
—~~
8

L

062). 60 = [ gz (7070 =), 3

3. Anulacién del conmutador en separacién acausal

Consideremos un campo escalar cudntico ¢(x) en el espaciotiempo de Minkowski. Las relaciones
de conmutaciéon candnicas a igual tiempo son

[0(t, @), 0L, ] =0, [o(t,T), 7(t,§)] = ih6® (&~ §), (35)
donde 7(t, Z) es el momento conjugado de gg(t, 7).

Separacién espaciotemporal acausal

Dos puntos del espaciotiempo x = (¢,%) y 2’ = (¥, 2") se dicen acausalmente separados (espacial-
mente) si

(-2 =t—t)Y—|7-7<0. (36)

Fisicamente, esto significa que ninguna senal puede propagarse de un evento al otro sin superar la
velocidad de la luz; por lo tanto, no pueden influenciarse causalmente.



Existencia de un sistema de referencia de simultaneidad

Para una separacién acausal siempre es posible encontrar un sistema inercial en el que ambos
eventos ocurran simultaneamente:

tnuevo = t;uevo . (37>

Esto se debe a que el intervalo es espaciado (|# — Z'| > |t — t/|), y se puede realizar un boost de
Lorentzﬂ a lo largo de la direccion Z — 2 que “incline” los hiperplanos de simultaneidad, colocando
ambos eventos en la misma hoja temporal.

Figure 2: Los Eventos A y B son simultaneos en el sistema de refencia (', 2').

Conmutadores a igual tiempo

En este sistema de referencia, las relaciones de conmutacién candnicas implican que

~ ~

[¢(tnuev07 fnuevo)v ¢(tnuev07 Zjnuevo)} = 07 (39)

ya que los dos puntos estan al mismo tiempo pero en distintas posiciones espaciales.

Invariancia de Lorentz

El conmutador de campos escalares es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

~ ~

[D(x), $(2")] = [P(Az), d(Aa")] (40)

para cualquier transformacion de Lorentz A. Por lo tanto, si el conmutador se anula en un sistema,
se anula en todos los sistemas de referencia.

6Un boost de Lorentz es una transformacién lineal que mezcla las coordenadas de espacio y tiempo de manera
que se conserva la métrica de Minkowski 7, = diag(—1,1,1,1). Por ejemplo, un boost a lo largo del eje = con

velocidad v se escribe
N (v =) [t 1
<x> - (_W ’ ) @ = —s (38)

y deja invariante el intervalo de Minkowski —t? + 22 + % + 22. i.e. (ds’) = ds. En teorfa cuantica de campos,
los operadores de campo ¢(x) transforman bajo boosts como ¢'(z’) = ¢(x), asegurando que los conmutadores de
campos sean invariantes.



Proof. Sea un campo escalar cuantico ¢(z). Su conmutador se define como

[D(2), 9(y)] := (2)d(y) — (y)d(x). (41)
Bajo una transformacién de Lorentz x — 2’ = Az, un campo escalar se transforma como
o(x) — ¢'(2) = H(A7'). (42)
Evaluemos el conmutador en los puntos transformados:
[0/(2"), ' (y)] = [o(A™"a), (A™"y))] (43)
— [p(x),d(y)] (definiendo z = A~ a’, y = A™Yy/). (44)
Por lo tanto, se concluye que
[0(2), 6(y)] = [$(Az), b(Ay)), (45)
es decir, el conmutador de un campo escalar es invariante bajo transformaciones de Lorentzﬂ
O

Conclusién

Combinando estos resultados, concluimos que para puntos acausalmente separados, los operadores
de campo siempre conmutan:

(b(x), d(a')] =0 si (x —a')* <0. (47)

Esto garantiza el principio de causalidad en teoria cuantica de campos: los observables que no
pueden influenciarse mutuamente deben conmutar.
Es decir:

dk 1 , .
/ <e_’k'(”_y) — e’k'(”_y)>, si (x —y)? > 0 (causalmente conectados)

0, si (z —y)? < 0 (acausales)
(48)

m

En el ejemplo anterior, haciendo uso del campo de Klein-Gordon 1, fue posible motivar la
definicién de una red de algebras locales. Dos puntos del espacio-tiempo z, y que se encuentran
causalmente conectados y dentro del dominio de definicién del campo tienen conmutador no trivial.

"Esta prueba depende crucialmente de que el campo ¢ sea escalar. Para campos con indices (vectores, tensores,
espinores), aparecen factores de A que modifican la forma del conmutador:

[AF(2), A" ()] — [AM(2"), A" (y)] = N AT[A% (x), A% (y)]. (46)
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